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PERCHE' SI APPLICA PROPRIO LA MATEMATICA ?
ALCUNI PENSIERI CONSIDERANDO LA
CRITTOGRAFIA

ALBRECHT BEUTELSPECHER
Math. Institut, Arndtstr. 2 D-6300 Giessen, Germania

1. Introduzione

Le problematiche connesse con la protezione delle cose preziose
o delle informazioni sono state sempre presenti e¢ saranno anche
un grande problema anzi una sfida nel futuro. Pertanto l'uomo ha
sempre provato ad inventare meccanismi per garantire una tale
sicurezza. C’¢’ un grande numero di tali meccanismi e la maggior
parte di questi nmon ha niente a che fare con la crittologia. Con-
sideriamo due di tali meccanismi non-crittografici in dettaglio.

La protezione delle cose preziose oppure di informazioni
segrete si ottiene normalmente mediante 1’'uso di una cassaforte.
Ogni cosa che e dentro una cassaforte ¢’ protetta fisicamente.
Solo il proprietario puo’ aprire la cassaforte mediante una chiave
oppure mediante una combinazione di cifre. Se la cassaforte ha
piuv’ di un Ilucchetto, si puo’ anche realizzare il principio dei
quattro-occhi: cioe’ che almeno due persone autorizzate siano
d’accordo prima che la cassaforte si apra.

Un tipo completamente diverso di sicurezza si trova nella
carta moneta. Qui il problema non e° la segretezza, ma la
autenticita’: i biglietti di banca non devono essere duplicati e
neanche falsificati! Per questo si sono inventate proprieta’
fisiche molto sofisticate. L’autenticita’ di un biglietto di banca
si ottiene (per esempio) mediante una speciale filigrana, mediante
lo stampare con precisione, con Il'utilizzo di carta speciale, etc.
Ma si e sempre saputo di biglietti di banca falsificati. In
particolare, considerando le fotocopiatrici a colori moderne, ci
si deve chiedere se la sicurezza offerta dai biglietti di banca
sia sufficiente nei prossimi secoli.



I meccanismi tradizionali per ottenere la sicurezza (tra i
quali abbiamo parlato della cassaforte e delle proprieta’ dei
biglietti di banca) hanno le seguenti proprieta’ caratteristiche:

1. Sono basati su proprieta’ fisiche invariabili: non cambia

£

ne’la chiave per una cassaforte, ne’ la filigrana di wun biglietto
di banca. La invariabilita’ di tali proprieta’ e’ (in un certo
senso) un fatto positivo e fondamentale per la sicurezza.

*

2. La maggior parte dei meccanismi tradizionali e’ basata su
proprieta’ che sono essenzialmente note e non segrete. E’ chiaro
che la chiave di una cassaforte oppure la combinazione delle cifre
deve essere conservata in modo sicuro, ma le proprieta’ di
sicurezza per i biglietti di banca sono pubbliche e solo quelli
che conoscono le proprieta’ sono in grado di distinguere un
biglietto di banca vero da uno falso.

Ovviamente la sicurezza ottenuta da tali meccanismi puo’ essere
misurata solo empiricamente. Esprimiamo questo fatto con cattive-
ria (in pari tempo in modo piu’ banale): un sistema viene usato
solo fino a quando non viene rotto. La storia delle banche mostra
chiaramente che la storia della moneta ¢’ una lotta tra i "buoni”
(la gente che inventa i meccanismi per la sicurezza) e i “cattivi”
(che trovano il modo di rompere i sistemi di sicurezza). Le banche
inventano sempre nuovi meccanismi e ottengono un vantaggio - ma
questo vantaggio non e’ garantito nel tempo perche’ nuovi sviluppi
tecnologici (ad esempio l'invenzione della  fotocopiatrice a
colori) costituiscono un nuovo pericolo.

A tal punto ci chiediamo: il mondo e’ necessariamente cosi’?
Non e’ possibile fare in modo completamente diverso? E’ possibile
inventare sistemi di sicurezza nei quali un bandito non ha alcuna
possibilita® di fare cose indesiderate - precisamente non solo
oggi, ma per sempre ed in eterno? Se avessimo tre desideri liberi,
allora potremmo chiedere una sicurezza con le seguenti proprieta’:

- Non e’ basata esclusivamente su proprieta’ fisiche statiche.

- Non e’ verificata solo empiricamente, ma si basa su fondamenti
teorici.

- E’ senza limite.

Nelle fiabe i desideri si avverano sempre - anche nella vita
questo puo’ talvolta accadere: lo scopo della crittologia ¢’
quello di inventare sistemi di sicurezza che offrano sicurezza

illimitata, la quale possa essere provata dai matematici in modo
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rigoroso!

A questo punto il lettore certamente si chiedera’: perche’ pro-
prio la crittografia ¢’ in grado di produrre una tale meraviglia e
non le altre scienze? La risposta e’ semplice: ... perche’ la
crittografia e’ matematica! Ci si chiede ora: perche’ la mate-
matica e’ buona? La matematica ¢’ adatta perche’ i fatti sono
accettati solo se sono dimostrati!

E’ vero che le dimostrazioni non sono sempre molto gradite agli
allievi e studenti, ma sono il vero vantaggio della matematica
rispetto ad altre discipline. Immaginiamo ad esempio di avere
monete (forse “monete elettroniche”) tali che la loro sicurezza
sia ottenuta mediante meccanismi crittografici ¢ supponiamo che
tale sicurezza sia provata matematicamente. Allora nessuna banca
deve avere paura di un futuro sviluppo tecnologico, poiche’ la
sicurezza non e’ basata sulla tecnologia di oggi, ma accertata per
sempre!

Esiste un altro vantaggio nelle tecniche crittografiche. Se i
cattivi riescono, ad esempio, a falsificare la filigrana, non ha
senso mettere due filigrane dentro la carta per aumentare la
sicurezza. D’altro canto, se esiste un protocollo crittografico

-64 . v
5= (cioe’ una chiave

che garantisce una sicurezza di, diciamo,
di 64 bit), spesso ¢’ anche possibile costruire un protocollo
dotato di sicurezza doppia (cioe’ 2'“). In altre parole usando
meccanismi crittografici, si puo’ avere un livello di sicurezza
arbitrario (”sicurezza senza limite").

Lo scopo di questo lavoro ¢’ quello di dare argomentazioni a
favore di queste tesi e di discutere se queste sono utopiche

oppure realistiche.

2. Tre Applicazioni crittografiche

2.1 Controllo d’accesso

Consideriamo il problema di come una macchina possa convincersi
della identita’ di una persona. Un tale problema si presenta in
molte situazioni, non solo per l’accesso ad un grande computer, ma
ad ogni sportello Bancomat. Il metodo usumale e’ che l'utente sia
autenticato mediante un segreto (ad esempio il PIN). L'utente
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trasmette il suo segreto all’Automa, il quale verifica se il
segreto  esibito e’  proprio quello corrispondente al nome
dell’utente.

Questo e’ un metodo statico (poiche’ il PIN non cambia mai) e
ha tutti gli svantaggi di un metodo statico. Poiche’ il PIN mnon
cambia mai, un nemico deve scoprire solo una volta il PIN e dopo,
conoscendo il segreto, puo’ giocare il ruolo dell’utente.

Ma questo metodo ha un aspetto positivo: una persona puo’
provare la sua identita’ ad un computer mostrando di essere in
possesso di un certo segreto. L’aspetto negativo e’ che il segreto
puo’ essere scoperto.

Presentiamo ora un protocollo semplice, che costituisce un
miglioramento essenziale: il segreto non viene trasmesso, i dati
trasmessi sono di carattere random e il nemico non puo’ fare
nulla, L’idea e’ la seguente: il computer pone una certa domanda,
I'utente fornisce una risposta che dipende dal suo segreto k;
infine il computer confronta la risposta dell’'utente con il

risultato che esso ha computato (cfr. Fig. 1).

.
b b
® | —
- [ RAND
ComputaAND Computa
RES' = f{R ) RES = fx(RAND)
[ RES’ >

I?ES"z RES
Fig- 1.Un protocollo challenge and response
Chiamiamo questo un protocollo challenge and response; il
challenge ¢’ un numero random RAND. Notiamo che f ¢’ una
funzione crittografica, che ha come input un "testo chiaro” RAND
¢ una chiave k e ha come output una risposta RES := fk(RAND).
Il nostro scopo qui non e’ studiare le proprieta’ che una tale
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funzione f deve avere per essere adatta ad un protocollo
challenge and response. Affermiamo solo che mediante 1'uso di un
protocollo semplice ed wuna funzione non complicata abbiamo
ottenuto un progresso enorme: l'utente non deve scoprire il suo
segreto, il computer si convince in modo indiretto che 1'utente
conosce il segreto k. Principalmente, un nemico non ha nessun
vantaggio se ascolta la comunicazione.

Negli ultimi anni, tali protocolli challenge and response sono
Zero

stati ampiamente  sviluppati: i cosidetti  protocolli
knowledge” hanno ottenuto un grado insuperabile di perfezione.

2.2 Funzioni unidirezionali

Per molte applicazioni crittografiche servono funzioni chiamate
unidirezionali. Sono applicazioni che soddisfanno le seguenti
proprieta’ che a prima vista possono sembrare paradossali:
- E’ facile computare f(x).
- La funzione f e’ invertibile, ma dato un y, ¢ estremamente
difficile trovare un x tale che sia f(x) = y.

Esistono delle funzioni unidirezionali? Nella vita quotidiana
incontriamo “"ampie carrettate” di tali funzioni: un esempio molto

»

chiaro e significativo " quello costituito da wun elenco tele-
fonico:

E’ una cosa facilissima, usando un elenco telefonico, trovare
il numero telefonico di unma certa persona. Inversamente ¢’ una
grande perdita di tempo trovare il nome che corrisponde ad un
numero dato. La ragione ¢’ che per trovare un sol nome, si deve
di fatto invertire tutta la guida telefonica.

Ci sono funzioni unidirezionali crittografiche? Questa ¢’ wuna
domanda difficilissima, che teoricamente non ha avuto ancora
risposta. Nella ricerca si studiano funzioni che sono candidate ad
essere funzioni wunidirezionali: di conseguenza la matematica tocca
livelli piu’ elevati. Mediante 1'uso di strutture matematiche si
costruiscono potenziali funzioni unidirezionali. Gli oggetti piu’
importanti per questi scopi sono i numeri primi p, precisamente
"gli interi modulo p”.

Nella crittografia il candidato principale a funzione
unidirezionale e’ la funzione esponenziale discreta. Che cosa e’?
Per definirla ci serve (mel caso piu’ semplice) un numero primo p
(il modulo) e un intero b qualsiasi (la base). Si puo’



immaginare che la funzione esponenziale discreta €, sulla base b
viene computata nei due passi seguenti:

Sia x un numero intero qualsiasi.

lmo passo: Computa b*.

2do passo: Dividi b* per p; il resto non-negativo si denota
con ab(x).

In poche parole: ¢ (x) := b" mod p.

Si puo’ credere che questa funzione sia molto simile alla fun-
zione esponenziale reale ... ¢ la funzione esponenziale reale e’
una delle funzioni piu’ studiate; in particolare ogni ingegnere
conosce la sua funzione inversa e sa come trattarla. E poi?

Nella realta’ - a parte la definizione - non vi e’ alcuna
somiglianza tra la funzione esponenziale reale continua e la
funzione esponmenziale discreta. La Fig. 2 mostra la difficolta’
insita in una funzione esponenziale discreta,

t | ! i N
[ [ I ®,

Fig.2. I fascino discreto della funzione esponenziale discreta(p = 37)



Chiaramente c¢i sono algoritmi migliori per computare Ila
funzione esponenziale discreta; servomo circa 2log p  moltiplica-
zioni. Ma per invertire [’esponenziale discreto (cioe’ per com-
putare un logaritmo discreto) con i migliori algoritmi che
possediamo servono circa VP  moltiplicazioni. Quindi la funzione
esponenziale discreta puo’ essere comsiderata come unidirezionale.

2.3 Segreti distributivi

In molte situazioni una informazione segreta deve  essere
distribuita tra molte persone cosi’ da condividere anche la
responsabilita’ del segreto stesso. Presentiamo due esempi:

- Molte casseforti moderne utilizzano il “principio dei quattro
occhi”: solo se due persone autorizzate sono d’accordo ad aprire
una cassaforte (con la chiave oppure con una combinazione di
cifre), la cassaforte si apre.

Possiamo generalizzare il principio dei "quattrocchi” senza
difficolta’: desideriamo che un procedimento possa essere iniziato
solo se due persone tra un numero totale di n  autorizzate sono
d’accordo. Questo metodo e’ molto piu’ flessibile del classico
principio dei quattrocchi, poiche’ basta che siano d’accordo due
persone qualsiasi nell’insieme di tutti gli autorizzati.

B Nei sistemi crittografici spesso una chiave gioca un ruolo
straordinario; usualmente una tale chiave si chiama masterkey. E’
ovvio che la masterkey e’ il tallone d’Achille del sistema, e
dunque deve essere protetta meglio possibile. Ci sono due cose da
osservare: una e che il nemico non deve mai poter conoscere tutto
il segreto, l'altra e’ che gli impiegati leali devono essere
protetti da falsi sospetti; quindi neanche un impiegato deve

conoscere tutta la chiave - e questo deve poter essere dimostrato!

Per realizzare tutti questi scopi sono stati introdotti i
threshold schemes come caso speciale degli shared secret schemes.
In questo contesto il livello delle applicazioni della matematica
¢’ altissimo: i threshold schemes offrono una sicurezza che puo’
essere dimostrata in modo rigoroso!

In un t-threshold scheme il segreto viene diviso in molte parti

(chiamati  segreti parziali) tali che valgano le  seguenti
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proprieta’:

- dato un sottoinsieme di t  segreti parziali qualsiasi, il se-
greto puo’ essere ricostruito facilmente;

- se sono noti t-1 segreti parziali o meno, il segreto mon puo’
essere ricostruito.

(E’ chiaro che in un certo senso ogni segreto puo’ essere ri-
costruito, per esempio, s¢ il numero totale dei segreti possibili
e’ k, allora il segreto puo’ essere “ricostruito” con una proba-
bilita” di 1/k.)

Come esempio presentiamo il caso t = 2. Scegliamo una retta r
in un piano (per gli esperti: in un piano proiettivo d’ordine Q).
Il segreto sia un punto K ' di r, scelto a caso. Per dividere il
segreto K  scegliamo una retta s diversa da r per il punto
K. Infine scegliamo molti punti di s. Ognuno di questi punti e’
un segreto parziale (cfr.Fig.3).

r

Fig.3.Un thresholdschemecon t = 2

Quando si vuole ricostruire il segreto, il sistema riceve
alcuni punti; computa la retta s per questi punti e computa
I'intersezione di r ed s’. Questo punto K' ¢ il segreto
ricostruito. Si confronti K’ con K. Se sono wuguali, la
ricostruzione ¢’ fatta.

Ora analizziamo la sicurezza di. un tale 2-threshold scheme. Se
la retta r ha almeno q+1 punti, la probabilita’ di indovinare
il segreto e’ al piu’ 1/(g+1). E’ importante che questa pro-
babilita’ non aumenti per gli insider, cioe’ per quelli che
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conoscono qualche segreto parziale.

E’ ben noto che per ogni potenza di un primo q esistono piani
con la proprieta’ che ogni retta ha precisamente q+1 punti (sono
1 piani di Galois costruiti mediante il campo di Galois con q ele-
menti). Questo significa che e’ possibile costruire t-threshold
schemes per ogni livello di sicurezza desiderato.

Concludendo, questi sistemi offrono una sicurezza calcolabile;
il fruitore sceglie numericamente la probabilita’ che desidera e
la matematica offre il sistema corrispondente! Inoltre, per avere
una sicurezza abbastanza alta (ad esempio una probabilita® di
10"°) servono solo “campi piccoli” (ordine di grandezza  2°9).
Cio’ significa che la implementazione non presenta nessuna
difficolta’.

3. Conclusioni

Abbiamo cosi’ mostrato che gli strumenti crittografici (cioe’
matematici) raggiungono lo scopo desiderato che era appunto quello
di avere una sicurezza misurabile, controllabile e dimostrabile.
Distinguiamo i seguenti livelli
- sicurezza che puo’ essere analizzata in modo informale
(esempio: protocollo challenge and response);

- sicurezza che puo’ essere analizzata matematicamente (esempio:
la funzione esponenziale discreta);

- sicurezza che puo’ essere dimostrata matematicamente (esempio:
threshold schemes).

Dobbiamo ammettere che meccanismi la cui sicurezza e’ dimostra-
bile, e contemporaneamente adatti per 1'uso pratico sono per ora
molto rari. Certamente lo scopo principale della crittografia per
1 prossimi anni sara’ quello di sviluppare algoritmi e meccanismi
che soddisfino entrambe le proprieta’.

Ma ripetiamo un’altra volta il messaggio di questo lavoro, come
i Romani avrebbero detto: In dubio pro matematica.
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A LOCAL PROPERTY OF HAMILTONIAN MOON
TOURNAMENTS (*)

Cosimo DI MITRI, Cosimo GUIDO

We prove that a hamiltonian tournament Hn , nZ5, is of Moontype (i.e.
its subtournaments are either hamiltonian or transitive) if and only if

each hamiltonian 5-subtournament is too.

1. INTRODUCTION

Several propertics of tournaments are known that are verified globally
iff they are fulfilled by each subtournament of a given order.

It is well known, for example, that a tournament with at least 3
vertices is transitive iff each 3-subtournament '1"3 is too.

Burzioc and Demaria [3] proved that a hamiltonian tournament with at
least 5 vertices is bineutral iff each hamiltonian k-subtournament is too,
for some Ssk=n.

Other local properties of bhamiltonian tournaments that are global
properties toa were studied by Demaria and Gianella [4], who proved the
following:

- @ hamiltonian tournament with at least 5 vertices has the minimum number,
n-2, of 3-cycles iff every hamiltonian 5-subtournament has 3 3-cycles.
- a bamiltonian tournament with at lecast 6 vertices has only onc spanning

cycle iff every hamiltonian 6-subtournament has the same property.

Work performed under the auspices of the Gruppe Nazionale di Topologia

(MURST) and of the GNSAGA (CNR).



Burzio and Demaria [2] proved that a tournament with at least 4
vertices is of Moon-type (see next section for definitions) iff all of its
4-subtournaments are of the same type.

In this paper we prove that a hamiltonian tournament Tn, n=35, is of
Moon-type iff each hamiltonian 5-subtournament is too. (We remark that

every Moon tournament is either hamiltonian or transitive).

2. PRELIMINARIES

In this section we give some definitions and well known results. See
[1] and [5] for the definitions that we shall not refer to.

We denote by Tm a tournament of order m and by Hm a hamiltonian
tournament of order m.

We often denote by ‘I‘m the set of labeled vertices of the tournament Tm.

Cr usually denotes a cycle of r vertices in a tournament, as well as
the subtournament with the same vertices.

If (u,v) is an grc from the vertex u (called predecessor) to the
vertex v (called successor) in Tm, then we write u — V.

A — B means that each vertex of the subtournament A precedes all the
vertices of the subtournament B in Tm‘

We denote by Trml the transitive tournament of order m.

We say that a vertex v cones a subtournament R in Tm (or R is coned by
v) iff either v —> R or R — v in Tm. A subtournament R is non-coned if
no vertex exists which cones R in Tm (see [2]).

We say that a subtournament S of T is an e-compoment of T, and its
vertices are called equivalent, if S is concd by c¢ach vertex of T-S. Single
vertices and T are trivial e-components.

Every tournament T can be partitioned (in a non-unique way) into
disjoint e-components S,S8%,....,S". In such a case the e-components
Sl,Sz, . ,Sm can be considered as the vertices (vl,vz,. oV
respectively) of a tournament Qm, so that Tn can be obtained as the

composition Qm(Sl,Sz,....,Sm) of the gquotient Q  with the e-components
m

12



In other words T = §'US’U....US™ and a — b in T_ iff either a — b
in some §' or aes’, bes’ and v v (e $'o §5.

Tn is simple if it has no non-trivial e-component:

A subtournament R is called shrinkable in Tn if it is included in a
non-trivial e-component of Tn (see [2]).

The dual (or converse) T* of a tournament T has the same vertex-sct as
T, but every arc is reversed.

Moon [6] considered tournaments whose subtournaments are either
hamiltonian or transitive; we call them Moon tournaments or tournaments of
Moon-type.

Burzio and Demaria (see [2] theorem 8) proved the following.

Proposition 1. A rtournament Tn, nz4, is a Moon tournament iff each
4-subrournament in T is a Moon tournament, i.e. iff no 3-cycle is coned in
n

T .m

3. CHARACTERIZATION OF HAMILTONIAN MOON TOURNAMENTS

Proposition 1 allows us to determine easily the Moon tournaments in the
set of the hamiltonian tournaments with 5 wvertices, that are described, for
¢xample, in [5].

o 1
In fact the three hamiltonian tournaments M s - Ca(vl,vz,Tr3),

Vi 1"2 VI
M M? M

5 5 5

fig.1
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- I
M: = C3(vl,{v2,v3},{v4,v5}) and Ms (i.e. the regular tournament of order 5)

of fig.1 are of Moon-type.
On the other hand N; = Catvl,vz,CB). Ni , N: described in fig.2 are
the bamiltonian tournaments that are not of Moon-type, since each of them

contains a coned 3-cycle.

v v
C3
1 2 3
N
5 N 5 Ns

fig.2

Let us denote by «£* the class of hamiltonian tournaments with at least
5 vertices whose hamiltonian 5-subtournaments are of Moon-type.

On the other hand let us denote by .#3 the class of hamiltonian Moon
tournaments with at least 5 vertices.

We shall prove that =¥ = #4X (see proposition 4).

Remark 1. If T11 is of Moon-type then its dual tournament T: is of
Moon-type.

If Hn € ¥ , then its dual tournament H: E X .

Proposition 2. If Hn € AL¥ and S is a non-trivial e-component of Hn,

then S is a transitive subtournament of Hn.

Proof. Since H]1 is hamiltonian there exists a successor 5 of S and a

predecessor p of S such as s—p.
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Now if a 3-cycle C3 were contained in S, then Hn would contain the
hamiltonian subtournament N; = C3(s,p,C3) which contradicts the

assumption. g

Definition 1. We say that a cycle Cr in a tournament Tn can be extended

to a cycl , >r , in T j e exist 1 . S
yele CS s in T if ther ist cycles CH_ g i

such that C'H_ | can be obtained from (Z‘i by inserting a new vertex between
two consecutive vertices, for every r=<i=s-1 (or equivalently C‘i can be

obtained from Ci+1 by deleting a vertex, for every r=siss-1 ).

Proposition 3. Let C‘n1 be a cycle in Tn, m<n. Cm can be extended to a

spanuting cycle in Tn if and only if Cm is unshrinkable.

Proof. If S were a non-trivial e-component of T11 and C < S, then each
m
vertex v € T -§ would cone S hence no cycle contained in § could be
n
extended outside S.
For the "if” part of the proof, the assumption allows us to consider a
vertex v € T -C that does not cone C , so that C can be extended to a
m+1 n m m m
cycle C containing v and, of course, C cannot be contained in any
m+1 m+1 m+1
non-trivial e-component of T .
n

Therefore we can extend by induction C  to a spanning cycle C in T .g
m n n

A trivial consequence of the preceding result is the following, that

generalizes proposition 3 of [2].

Corollary 1. A tournament is  hamiltonian iff it contains an

unshrinkable cycle.g
Proposition 4. X =4 .

Proof. The inclusion MXC £LX is immediate since every subtournament of a
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Moon tournament is of Moon-type too.

Now let HHEM and assume Hn is not of Moon-type.

If C3 is any coned 3-cycle in Hu , then we deduce from proposition 2
that no non-trivial e-component of H:l can contain C3 and consequently, by
proposition 3, we can extend (33 to some spanning cycle Cn in Hn.

If C3 is coned by v in Hn we denote by ‘ﬁCS,v) the set of all minimal
cycles in I-Itl that can be obtained by extending C3 and contain v.

Let € denote the union of the family {%‘(Ca,v) : CBEHn’ C3 coned by v,
vEHn}.

Eventually let us consider a hamiltonian tournament CIE%’ having minimum
lenght in ¥, and let C‘t be an extension of a 3-cycle C3 coned by vECr. of
course r=35.

We may assume, by remark 1, that v—)Ca.

If CI= (...(CBU\F‘)U...UVI), we must have Y =Y.

Otherwise, if vj=v then 3<j<r, Cj= (...(CSU\")U...Uvj) would be a
smaller cycle than Cr extending C, and containing v, so C could not belong
to ﬁCS,v).

Consequently {3r - v is a cycle which extends (33 and, since its lenght
is smaller than the minimum r, Cr - v cannot contain any vertex which cones
C3.

Now let x be a predecessor of v in <Cr>.

If x precedes exactly two vertices (resp. one vertex) of Ca’ then
<1,\',C3> is isomorphic to N": (resp. Ni}.

In any case HII cannot belong to L%, which is absurd.g

A trivial consequence of proposition 4 is the following.

Corollary 2. Let H]1 be a hamiltonian tournament. If every hamiltonian
S-subtournament of H_ is isomorphic to M; for some i=12,3, then every

non-hamiltonian subtournament of Hn is transitive.g

Remark 2. We note that there exist tournaments with at least 6 vertices
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that are not of Moon-type although their hamiltonian 5-subtournaments ate
of Moon-type.
Easy examples are provided by T 6™ Tz(v,M;}.
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I PIANI DI MOBIUS, LAGUERRE E MINKOWSKI E LE
QUADRICHE NON SINGOLARI DELLO SPAZIO
PROIETTIVO FINITO

Giorgio FAINA
Dipartimento di Matematica - Universita
Via Vanvitelli 1, 06100 Perugia

Inspired by the pioneering works of F. Buekenhout [3] and W. Benz [2] on the
intringic chamcterizations of some non singular quadrics Q of a n-dimenzional
projective space, the aim of this paper iz to emphasize the many imerconnections
between Benz geometries (i.e. Mdbius, Laguerre and Minkowski planes) and nonsingular
quadrics by surveying some recent chamcterization theorems of elliptic [6], parabolic [7]
and hyperbolic [8] nonsingular quadrics of finite projective space PO(3,q) .

1. Introduzione

La caratterizzazione delle quadriche non singolari di uno spazio
proiettivo finito & certamente uno degli argomenti pil studiati
nell'ambito delle Geometrie di Galois ed a tal fine, nel corso degli
ultimi quaranta anni, sono state messe a punto wvarie teorie.
Limitandoci alla trattazione di quelle pit propriamente geometriche,
gli approcci principali alla caratterizzazione delle quadriche finite non
singolari sono due:

I' approccio classico (o imumerso), basato sulla caratterizzazione
delle quadriche a partire da una coppia (£,3), dove € & un opportuno
sottoinsieme dell'insieme dei punti di PG(d,q) ed 3 & una famiglia di
parti di € soggetta ad opportune condizioni algebriche o geometriche.

Questo lavoro ¢ stato eseguito con il contributo del Ministero dell'Universita
e della Ricerca Scientifica e Tecnologica ¢ del GNSAGA del CNR.



L' #pprocefo rntrinseco, basato sulla caratterizzazione delle
quadriche a partire da una coppia (£,3), dove E & un insieme astratto,
non necessariamente immerso in uno spazio proiettivo, ed 3 & una
famiglia o di partizioni di €, o di permutazioni di £ o di sottoinsiemi
di £, soggetta a condizioni tali da permettere l'immersione (anche
impropria) di £ nell'insieme dei punti sostegno di una quadrica non
singolare di un'opportuno PG(d,q).

L' spproccio clessico si € evoluto in due direzioni ben distinte:

a) quella detta dell’ Jperpiano fangente, che riguarda lo studio di
coppie (£,3) nelle quali £ & soggetto a delle condizioni analoghe alla
condizione di esistenza di un iperpiano tangente in ogni punto di una.
quadrica di PG(d,q). Gran parte dei risultati ottenuti con gquesto tipo
di approccio sono stati un riflesso della sorprendente congettura di
Kustaanheimo [12] del 1949 e della relativa dimostrazione data da B.
Segre nel famoso seguente risultato [ 18].

TEOREMA 1.1. Se O & un'ovale (i.e. un insieme di q+1 punti a tre
a tre non allineati) del piano proiettivo PG(2,q) di ordine dispari,
allora ( & una conica irriducibile.

Tale risultato fu immediatamente seguito da quello ottenuto da A.
Barlotti [ 1] e, indipendentemente, da G. Panella [15], relativo alla
classificazione delle quadriche ellittiche in PG(3,q), con q dispari.

TEOREMA 1.2. Se (2 & un ovoide (i.e. un insieme di q?+1 punti a
tre a tre non allineati) dello spazio proiettivo PG(3,q) di ordine
dispari, allora {1 ¢ una quadrica ellittica.

b) quella detta dei cwr=ffery, con la quale si affronta il problema
della caratterizzazione delle quadriche a partire da sottoinsiemi di un
PG(d,q) doddisfacenti ad opportune restrizioni sulla cardinalita delle
loro intersezioni con certi sottospazi lineari r-dimensionali dello stesso
spazio ambiente PG(d,q). Anche in questo caso, per meglio chiarire la
problematica in discussione, citiamo  due risultati ottenuti da F.
Buekenhout [4] e J. Thas [20] rispettivamente.
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Sia 77 un insieme di punti di uno spazio proiettivo PGyd.g). Si dice
che 7" & un 7alind se¢ di POyd,q/) se ogni retta che lo incontra in
almeno tre punti & completamente contenuta in 7. Una saggente di
un Tallini set 7" & una retta che o interseca 7 in esattamente un
punto oppure & completamente contenuta in 7. Un nsyeme
quadratico (quadratic set) & un Tallini set 7 con la seguente
proprieta: per ogni punto 4 di 7, l'insieme
7 4={B | B=A oppure B=A e la retta AB & tangente }

o coincide con l'insieme dei punti di un iperpiano oppure & l'insieme di
tutti 1 punti.

TeoreMA 1.3. Un insieme quadratico di uno spazio proiettivo
(non necessariamente finito) / o & una quadrica sppure & un ovoide di
F o

In [20], Thas modifica la situazione del precedente Teorema
provando che:

TEOREMA 1.4. In un PG(d,q) un insieme X di punti tale che ogni
iperpiano lo incontri o in / oppure in a2z punti distinti, con =2, e
che abbia almeno un iperpiano tangente o ¢ una retta oppure ¢ un
ovoide di PG(d,q).

Il metodo generale iafrimscco si &, anch'esso, sviluppato lungo
due direzioni:

a) l'approccio fatriaseco relzfrvo, che consiste nello studio di
coppie (E,3) nelle quali £ & un sottoinsieme di punti di una struttura
di incidenza .S (ad es., un piano di Mobius, un piano di Laguerre, un
piano di Minkowski, un quadrangolo generalizzato, uno spazio
planare) ed ha come scopo quello di stabilire sotto quali condizioni su
S e su 3 & possibile estendere .5 ad un PG(d,q) in modo tale che ¥
risulti immerso (anche impropriamente) nell'insieme sostegno dei
punti di una quadrica irriducibile di PG(d,q). Come al solito, per
meglio chiarire la problematica relativa, ci soffermiamo su un
significativo risultato ottenuto in guesto ambito.

Sia (S,L) uno spazio di rette, cio& sia S un insieme i cui elementi
chiameremo punti, I. una famiglia di parti di S, i cui elementi
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Q. Faina

chiameremo rette, tale che ogni retta di L. contenga almeno due punti
e per due punti distinti passi una sola retta. Supponiamo che esista
una famiglia P di sottospazi di (S,L) tale che: |[P[=2, ogni neP
contenga tre punti indipendenti € per tre punti indipeéndenti passi un
sol elemento di P. La terna (S,L,P) prende il nome di spazio planare e
gli elementi di P si dicono piani.

Si dice calotta di uno spazio planare (S,L,P) ogni insieme di punti
a tre a tre non allineati. Una calotta H di uno spazio planare (S,L,P)
si dice ovoide se:

per ogni X€H, l'unione delle rette tangenti in X ad H costituisce
un sottoinsieme C, di S tale che per ogni coppia di punti distinti
Y,Z&t,, la retta per Y e Z & contenuta in ty e tale che ogni piano per

X incontra ty in una retta.

D'ora in avanti supporremo che lo spazio planare (S,L,P) abbia
tutte le rette con uguale cardinalitd k22 ed i piani con uguale
cardinalita v. A partire da questi concetti & stata provata la seguente
caratterizzazione degli ovoidi (cfr. [19]).

TEOREMA 1.5. Se in uno spazio planare (S,L,P) esiste un ovoide
H , allora lo spazio planare coincide con PG(3,q) ed H & una
quadrica ellittica se g=k-1 & dispari, oppure un ovoide di PG(3,q) se
q=k-1 & pari.

b) ' #pproccio ialrinseco assoluto. Tale approccio permette di
fornire caratterizzazioni delle quadriche non singolari di PG(d,q) a
partire da una coppia (£,3) dove £ & un insieme astratto qualsiasi.
La sua origine risale, implicitamente, al famoso lavoro di F.
Buekenhout “Etude intrinséque des ovales”, pubblicato nel 1966 (cfr.
[3]), ed esplicitamente all'articolo di W. Benz, "Permutations and
plane sections of a ruled quadric”, pubblicato nel 1972 (cfr [2]).

Altre interessantissime ricerche inguadrabili in questo filone sono
dovute a Korchmaros e Olanda [13] ed a Lo Re e Olanda [14]. In
esse si caratterizzano gli ovoidi e le quadriche ellittiche di PG(3,q) e le
quadriche iperboliche di PG(3,q), rispettivamente, a partire da un
insieme astratto £ e da una famiglia di permutazioni involutorie di E.
Questo tipo di approccio € il pil recente, ed & ancora poca
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approfondito. Ci sembra pertanto opportunc dedicare questo lavoro ao
alcuni recentissimi risultati ottenuti, in questo ordine di idee, dallo
stesso autore ed ancora in corso di pubblicazione.

2. I piani di Benz

Prima di passare in rassegna tali risultati, & necessario richiamare
alcune definizioni della Teoria dei piani di Benz. Per quanto riguarda,
invece, le pid familiari definizioni e le principali proprietd relative
alle quadriche non singolari di PG(3,q), faremo costante riferimento a
[10]e[11].

Un pigno di Benz & una terna ordinata (P,B,R), dove P & un
insieme astratto i cui elementi sono detti puzi, B & una famiglia di
parti di P i cui elementi sono detti carcs/ ed R & una famiglia di
relazioni di equivalenza su P, tale che valgono in essa i seguenti
assiomi (due punti X e Y di P si dicono dipendenti se esiste una
relazione di equivalenza ¢€R tale che X¢VY, altrimenti essi si dicono
indipendenti):

(B1) per ogni terna di punti a due a due indipendenti X,Y,ZeP
esiste un unico cerchio ¥(X,Y,Z)eB che li contiene;

(B2) per ogni cerchio ¥€B e per ogni coppia di punti indipendenti
X,YeP, con X7, esiste un unico cerchio B(Y,¥,X) che contiene Y
ed & tangente a ¥ in X (cio@ interseca ¥ soltanto in X se Y&EY e
coincide con ¥ se YEY);

(B3) per ogni punto X€P, per ogni cerchio ¥eB e per ogni
relazione di equivalenza 9¢€R esiste esattamente un punto YE7Y tale
che X9Y;

(B4) per ogni coppia di punti X, YEFP e per ogni coppia di
differenti relazioni di equivalenza ¢,9'€R esiste esattamente un punto
ZeP tale che X9Z e Z9'Y.

(BS5) esistono quattro punti non appartenenti ad un medesimo
cerchio ed a due a due indipendenti.

Nel caso in cui R= &, un piano di Benz si dice piano di M&bius; in
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tal caso gli assiomi (B3) e (B4) sono sovrabbondanti.

Nel caso in cui |R|=1, un piano di Benz si dice piano di Laguerre.
In tal caso l'assioma (B4) & sovrabbondante.

Nel caso in cui |[R|=2, un piano di Benz si dice piano di Minkowski.

4. Gli Ovoidi Generalizzati ed i Piani di Mobius

Sia ) un ovoide di PG(3,q) ed - una qualsiasi retta esterna ad ().
Al variare del piano n nel fascio di piani di asse r, resta individuata.
una partizione di 2 formata dagli insiemi nN{2. E’ ben noto che
ogni piano interseca {l o in un unico punto oppure in n+1 punti
distinti. E" altresi evidente che se m e ' sono due piani tali che
nMn'NO=L, allora i cocts nNY e nNY' sono contenuti in una
unica partizione di (2, quella relativa al fascio di piani di asse la retta
nnt' esterna ad ).

Le nozioni di ovoide e di piano di Mébius sono strettamente legate tra
loro. Infatti, la struttura di incidenza I(O)=(F,B,|), con P=Q0,
B={nNQ : n piano di PG(3,q) non tangente ad (1} e |=€, & un piano
di Mobius (o inversivo) finito di ordine q. Un piano di Mdbius
isomorfo ad un I()) & detto ovordile.

Thutti i piani di Mobius finiti a noi noti sono ovoidali. In virtd del gia
citato Teorema 1.2 di Barlotti, ogni piano di M&bius finito di ordine q
dispari che si conosca & isomorfo ad I(Q2), con () quadrica ellittica di
un opportuno PG(3,q). Per q pari, invece, sono note due distinte classi
di ovoidi: la quadrica ellittica e 1'ovoide di Suzuki-Tits (cfr. [22]) e
non & escluso che possano esistere altre classi di ovoidi. D'altro canto,
¢ ben noto un teorema di P. Dembowski nel quale si prova che ogni
piano di Mobius finito & ovoidale [5]. Pertanto, nel caso pari,
I'ordine di un piano di Mdbius & sempre della forma q=2h.

A questo punto ci sembra naturale porsi il seguente problema:

dato un arbitrario insieme finito € ed una famiglia 3 di partizioni
di €, quali condizioni & necessario imporre su 3 affinché si possa
definire su € una struttura di piano di M&bius (ovoidale o non) oppure
di ovoide di un opportuno spazio proiettivo PG(3,q)?
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In [6] sono stati dimostrati alcuni risultati inerenti a questo
problema, ma prima di trattarli & necessario fornire alcune
definizioni.
Siano £ un insieme astratto finito ed 3 una famiglia di partizioni di
€. Si denoti con B la famiglia di tutti quei sottoinsiemi di € che
appartengono ad almeno una partizione di 3. Nel seguito, gli elementi
di € e di B saranno detti punis e cerchi, rispettivamente.

Onde evitare lo studio di casi banali, d'ora in avanti, denotata con
v la cardinalita di € e fissato un intero positivo n2>3, supporremo che:

(2.1) ogni cerchio Y€B contiene o uno o n punti,
(2.2) esistono in B due cerchi di cardinalitd n (o n-—cerchi) disgiunti
e tali che la loro unione & propriamente contenuta in €.

La coppia (£,3) si dice ovorde generalizzato di tipo n (o, pil
brevemente, OG(n)) se valgono le seguenti proprieta:

(A.1) per ogni terna di punti distinti passa uno ed un solo cerchio;
(A.2) ogni coppia di cerchi disgiunti & contenuta in una ed una
sola partizione;

In base alle osservazioni riportate all'inizio di questo numero,
possiamo osservare quanto segue.

Se (0 & un ovoide (ad es., una quadrica ellittica non singolare) di
PG(3,q), ad ogni retta r esterna ad (2 resta associato un fascio di
piani ed ognuno di tali piani interseca {2 o in un punto oppure in
n=q+1 punti distinti. Pertanto, ad ogni retta r esterna ad () resta
associata una partizione P(r) di () stessa e, denotata con 3 la
famiglia di tutte le partizioni FP(r) ottenute al variare di r
nell'insieme delle rette esterne ad (2, la coppia (€2,3) fornisce un
esempio di OG(g+1).

Un esempio di OG(n) non derivabile da alcun ovoide proiettivo né da
alcun piano di Mobius &, invece, il seguente: sia € un insieme di
cardinalita 7 e sia B3 la famiglia di tutte le terne di punti distinti di €.
Inoltre, sia 3 la famiglia di tutte le partizioni di € formate da due
terne disgiunte di B3 e dal residuo punto di € non contenuto in esse e la
partizione di ¥ formata da tutti i sottoinsiemi di £ di cardinalita 1 sia
anch'essa in 3. E'facile verificare che (£,3) & un OG(3). Inoltre,
poiché non esistono piani inversivi di cardinalita 7, tale struttura non

25



. Faina

& derivabile da alcun ovoide proiettivo né da alcun piano inversivo
ovoidale o non.

Esistono anche OG{(n) tali che l'insieme degli l-cerchi ¢ vuoto. Si
consideri, infatti, un qualsiasi insieme £ di cardinalitd 9 e si denoti
con B la famiglia di tutte le terne non ordinate di punti di €. Se 3
denota la famiglia delle partizioni di € costituite da tre terne disgiunte
di 3, aliora la coppia (£,3) & un esempio di OG(3) con B;=0. Anche
in questo esempio (£,3) non & derivabile da alcun ovoide proiettivo né
da alcun piano inversivo ovoidale o non.

Al fine di snellire la successiva trattazione denoteremo con:

Bn 1a famiglia di tutti gli n-cerchi di B

B, la famiglia di tutti i cerchi di B aventi cardinalita 1 (o 1-
cerchi)

3(¥) la famiglia delle partizioni di 3 che contengono un fissato
cerchio ¥ di B

B(X) 1a famiglia dei cerchi di B che contengono un assegnato
punto X di €

Se in un OG(n) vale la successiva proprieta (A.3), diremo che esso &
proiettivo e lo denoteremo con POG(n):

(A.3) esiste almeno un 1-cerchio {X} tale che [B(X)|=|3 {X}|+n.
In [6] sono stati provati i seguenti risultati.

TEOREMA 3.1. Se (£,3) & un PGO(n), allora (E,Bp) 2 un piano di
Mobius di ordine q=n-1.

LEMMA 3.2. Se (¥£,3) & un PGO(n), allora ogni partizione di 3
contiene esattamente due l-cerchi e ad ogmi n—cerchio ¥ resta associata
una permutazione involutoria 1(%*) dei punti di & che ha come punti
uniti tutti € soli i punti di ¥.

Denoteremo, d'ora in avanti, con ['p la famiglia di tutte le
permutazioni involutorie I(¥) di cui al precedente lemma.

Come & stato gia ricordato, se q & pari, tutti i piani di Mobius di

ordine q sono ovoidali e non si conoscono ancora piani inversivi non
ovoidali di ordine q dispari (cfr [5], p. 254). Inoltre, (cfr. [1]), se q
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& dispari, ogni ovoide proiettivo di PG(3,q) & I'insieme dei punti di una
quadrica ellittica dello stesso PG(3,q).

TEOREMA 3.3. Se (£,3) & un PGO(n), con g=n-1 pari, allora
g=2b per un opportuno intero h>2 e I'insieme £ & un ovoide proiettivo
di PG(3,q).

TEOREMA 3.4. Se (£,3) & un PGO(n), con q=n-1 dispari, tale che
per ogni coppia di punti distinti di € ogni involuzione di ' che 1
scambia & permutabile con ogni involuzione di ['pn che li fissa, allora €
& un ovoide proiettivo (i.e. una quadrica ellittica) di PG(3,q).

4. Coni generalizzati e Piani di Laguerre

Sia ) un ovale del piano proiettivo n=PG(2,q). Sia V un punto di
PG(3,q9)\1 e sia 2 il cono che proietta () da V. Le nozioni di cono e
di piano di Laguerre sono strettamente legate tra loro. Infatti, siano:
P=2\{V}, B, l'insieme di tutti i generatori di 2, B, la famiglia
degli insiemi ottenuti intersecando 2. con i piani di PG(3,q) non
contenenti V ed | sia la naturale incidenza. E' facile dimostrare che la
struttura di incidenza L(Q):=(,B,|), con B=B,UB,, & un piano di
Laguerre di ordine q. Un piano di Laguerre isomorfo ad un L({1) &
anche detto ovordile. Se 'ovale () @ una conica irriducibile, allora
ogni piano di Laguerre isomorfo a L({2) & detto clissrco. Tutti i
piani di Laguerre finiti a noi noti sono ovoidali. Dal teorema 1.1
discende immediatamente che ogni piano di Laguerre finito di ordine
dispari & classico.

Si osservi, inoltre, che: posto E=2\{V}, ad ogni retta di PG(3,q)
esterna ad & corrisponde una partizione di £ stesso e, come nel
numero precedente, & naturale porsi il seguente problema:

dato un arbitrario insieme finito € ed una famiglia 3 di partizioni
di €, quali condizioni & necessario imporre su (£,3) affinché si possa
definire su £ una struttura di piano di Laguerre (ovoidale o non)
oppure di cono quadrico di un opportuno spazio proiettivo PG(3,q)?



. Faima

In [7] sono stati dimostrati alcuni risultati inerenti a questo
problema, ma prima di trattarli & necessario fornire alcune
definizioni.

Siano £ un insieme astratto finito ed 3 una famiglia di partizioni
di E. Si denoti con B la famiglia di tutti quei sottoinsiemi di € che
appartengono ad almeno una partizione di 3. Nel seguito, gli elementi
di € e di B saranno detti punir e asrcéir, rispettivamente. Due punti X
e Y di £ si diranno dipendenir se non esiste alcun cerchio di B che 1
contiene simultaneamente. Se X ed Y sono dipendenti denoteremo cid
con il seguente simbolo: X||Y.

Come nel caso degli OG{(n), onde evitare lo studio di casi banali,
d'ora in avanti supporremo che valgano anche in questo numero le-
condizioni (2.1) e (2.2).

La coppia (E,3) si dice como generslizzato dif tipo n (o, pid
brevemente, CG(n)) se valgono le seguenti proprieta:

(A.1) per ogni terna di punti a due a due indipendenti passa uno ed
un solo cerchiog

(A.2) ogni coppia di cerchi disgiunti & contenuta in una ed una
sola partizione;

(A.3) comunque si fissino un cerchio ¥ ed un punto X€E\7Y,
esiste in ¥ esattamente un punto X 4. tale che X.||X.

Un CG(n) si dice proiettivo, e si denota con PCG(n), se in esso
vale la seguente proprieta:

(A.4) Esiste almeno una coppia di punti indipendenti che &
contenuta in esattamente s=n-1 cerchi.

Osserviamo, innanzitutto, che (A.4) & indipendente dagli altri
assiomi. Infatti, sia &:={X,,X5,X3,Y,,Y2,Y3,Z,,Z,,Z3}, con |E|=9,
e sia B la famiglia di tutte le terne di punti di £ del tipo {X;,Y;,Zg },
i,j,k=1,2,3. Sia, infine, 3 la famiglia delle partizioni di £ ognuna
delle quali & costituita da tre terne disgiunte di B. E' facile verificare
che (E,3) verifica (A.1), (A.2) ed (A.3) con m=1 ed n=3 ma anche
che s=3=n-1.

Invece, a partire da un cono quadrico di PG(3,q), si ottiene un
esempio di PCG(n), con n=q+1. Infatti, sia 2 un cono quadrico di
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vertice V in PG(3,q). Posto €=2\{V}, ad ogni retta dello spazio
esterna a 2 corrisponde in modo naturale una partizione di £ stesso
individuata dalle intersezioni con £ dei singoli piani del fascio di asse
la retta stessa. Denotata con 3 la famiglia delle partizioni di &
ottenibili nel modo anzidetto, & facile verificare che (£,3) & un CG{(n),
con n=q+1 ed s=n-1=q.

In accordo con la terminologia adottata sui piani di Laguerre, sui
piani di Laguerre ovoidali e sui piani di Laguerre classici, in [7] sono
stati dimostrati i seguenti risultati:

TEOREMA 4.1. Se (£,3) & un PCG(n), allora esiste una
partizione S di E tale che la struttura di incidenza (&, SUB, 1), dove
con 1 si indica la naturale relazione d'incidenza, ¢ un piano di

Laguerre.
Un CG(n) si dice regodire se soddisfa le due seguenti condizioni:

(TF) Per ogni terna di coppie (X;,¥%j), con X;€¥, X;ev¥y,
X =Xp=X3=X,, 1=1,2,3, tali che almeno due dei punti X; sono
indipendenti e nessun cerchio tangente a ¥'; in X; & tangente anche a
¥;in X; per i=j, esiste un punto YEEN{X,,X;,X3} tale che i cerchi
Bi,1=1,2,3, dove [3; & I'unico cerchic per Y tangente in X; a ¥y, sono
a due a due tangenti in Y.

(DF) Per ogni coppia (X;,%), (X2,¥32), con X, ed X; indipendenti e
tali che nessun cerchio & tangente sia a ¥, in X, che a ¥, in X, e tale
che fissato un qualsiasi punto Y, indipendente sia con X, che con X3,
e denotata con 9(Y) la famiglia dei punti di &£ dipendenti con Y, esiste
in 8(Y) un punto Z tale che i cerchi [}, e [3;, dove [3; & l'unico cerchio
per Z tangente a ¥ in X (i=1,2), sono tangenti tra loro.

TEOREMA 4.2. Se (£,3) & un PCG(n) regolare, con n dispari,
allora esiste una partizione 2 di £ tale che la struttura di incidenza
(&, SUB, I), dove con I si indica la naturale relazione d'incidenza, &
un piano di Laguerre classico.

CoroLLARIO Se (¥,3) & un PCG(n) regolare con n dispari,
allora £ coincide con l'insieme dei punti di un cono quadrico di
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Q. Faina

PG(3,q), con q=n-1, privato del suo vertice ed ogni cerchio di B
coincide con l'insieme intersezione di un opportunco piano di PG(3,q),
non passante per il vertice del cono, ed €.

5. Iperbolodi generalizzati e piani di Minkowski

Siano /& una guadrica iperbolica di PG(3,q), F:=/4, B,=B,"UB,",
dove B,' e B;" sono le due famiglie di generatori di /&, B, la famiglia
delle intersezioni di /7 con i piani non tangenti ad / stesso ed | la
naturale relazione d'incidenza. Allora la struttura di incidenza
M( A)=(P,B,UB,,]) & un piano di Minkowski di ordine q. Ogni piano
di Minkowski isomorfo ad un M( %) si dice classco.

Ricordiamo che in [17] & stata dimostrata l'esistenza di piani di
Minkowski di ordine n dispari che sono non classici. Invece, in [9] ed
indipendentemente in [16], & stato dimostrato che ogni piano di
Minkowski di ordine pari & classico. Percid nel caso pari l'ordine di un
piano di Minkowski & sempre della forma n=2h,

Si osservi, inoltre, che: posto €=/, ad ogni retta r di PG(3,q)
esterna ad € corrisponde una partizione di £ stesso generata dai piani
del fascio di asse la stessa retta r.

A questo punto, come nei numeri precedenti, & naturale porsi
I'analogo seguente quesito:

dato un arbitrario insieme finito £ ed una famigtia 3 di partizioni
di €, quali condizioni & necessario imporre su (€,3) affinché si possa
definire su £ una struttura di piano di Minkowski (classico o non)
oppure di quadrica iperbolica di un opportuno spazio proiettivo
PG(3,9)7

Prima di affrontare tale questione, diamo alcune definizioni. Come
nei numeri precedenti, siano £ un insieme astratto finito ed 3 una
famiglia di partizioni di €. Si denoti con B la famiglia di tutti quei
sottoinsiemi di £ che appartengono ad almeno una partizione di 3.
Inoltre, come nei numeri precedenti, si definiscano le nozioni di
punto, di cerchio, di dipendenza tra due punti cosi come si
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suppongano soddisfatte le (2.1) e (2.2).

La coppia (£,3) si dice sperboloide generslizzaro dif tpo a2 (0, pil
brevemente, 1G(n)) se valgono le seguenti proprieta:

(A.1) per ogni terna di punti a due a due indipendenti passa uno ed
un solo cerchioy

(A.2) ogni coppia di cerchi disgiunti & contenuta in una ed una
sola partizione;

(A.3) comunque si fissino un cerchio ¥ ed un punto Xe€f\7V7,
esistono in ¥ esattamente due punti X, 4. € X3 4. tali che

Xy el IX||X 290

Nel seguito, per brevita, spesso indicheremo con ¥(X) la famiglia
dei punti del cerchio ¥ indipendenti rispetto ad un fissato punto X&£7%y'.

Un IG(n) si dice proiettivo, e si denota con PIG(n), se in esso vale
la seguente proprieta:

(A.4) Esiste almeno una coppia di punti indipendenti che &
contenuta in esattamente s=n-2 cerchi.

Se /A & una quadrica iperbolica non-singolare di PG(3,q), la
coppia ( &,3), dove 3 indica la famiglia delle partizioni dell'insieme
dei punti che costituiscono /7 individuate da tutte le rette esterne ad
/A stesso, ci fornisce un esempio di PIG(n) con n=q+1.

In virtd di (A.3), fissato un qualsiasi cerchio ¥€B, si pud definire

almeno una applicazione
e(¥)ENTY — TXV

tale che ad ogni punto X del dominio faccia corrispondere una coppia
ordinata (X, 4.,X3 ) di punti di ¥ dipendenti con X stesso.

Allora, fissate una qualsiasi partizione Fe3 ed una qualsiasi
famiglia ¥={¢(B) | BeP} di applicazioni, denoteremo con r (¥} X),
[o, se il contesto lo permettera, semplicemente con ri(X)] l'insieme

{Xyp | BeP, XEBIU(X}, i=1,2, dove (X, 3,X3 3)=¢(B)(X).

Un PIG(n), (€,3), si dice regolare se ogni (%) & iniettiva (¥eB) e
se, rispetto ad almeno una partizione Pe3, esiste una famiglia
Y={@(¥) | ¥€P} tale che ry(¥)(X)=r;(¥)Xjg4) per ogni 3P,
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0. Faina

A partire dal concetto di iperboloide generalizzato appena.
introdotto, in [8] sono stati dimostrati i seguenti risultati:

TEOREMA 5.1. Se (£,3) & un PIG(n) regolare, allora esiste in €
una famiglia £=%,US8,; di sottoinsiemi tale che la struttura
d'incidenza (£,2UB,|), dove con | si indica la naturale relazione
d'incidenza, & un piano di Minkowski di ordine g=n-1.

Dal Teorema 5.1 e dal fondamentale Teorema di W. Heise [9] e N.
Percsy [16], segue immediatamente che vale il seguente

TEOREMA S5.2. Se (£,3) & un PIG(n) regolare con gq=n-1
pari,allora (£,SUB,I) & un piano di Minkowski classico ed £ &.
I'insieme dei punti di una quadrica iperbolica di PG(3,q).

Dato un PIG(n) regolare e fissato un qualsiasi cerchio y¥€B ed un
qualsiasi punto X€EN\7Y, se esiste un punto YEENTY tale che, con
riferimento ad una particolare W, X, n=Y3q € Xj30u=Y, ., allora
diremo che X ed Y sono ggposts rispetto a 3. Se X e Y sono opposti
rispetto a ¥ allora essi sono indipendenti. Infatti, se X||Y, aliora si
avrebbe che 0 X =Y, 0 X3u=Y, . e quindi che X, =X il che
¢ assurdo. Vale allora anche il seguente

TEROREMA 5.3. Sia (£,3) un PIG(n) regolare e tale che per ogni
coppia di punti X, Y di € tra loro opposti rispetto ad un fissato
cerchio ¥ €B e per ogni cerchio 8, contenente sia X che Y, si verifichi
che, se Z€9, allora esiste un punto UE0d opposto a Z rispetto a ¥'.

Allora la struttura d'incidenza (E,SUB,I) & un piano di Minkowski
di ordine q=n-1 ed £ & I'insieme dei punti di una quadrica iperbolica di
PG(3,q9).
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RECENTT RISULTATI SUI GRUPPI DI AUTOMORFISMI
DI ALCUNE NOTEVOLI STRUTTURE GEOMETRICHE

Gabor KORCHMAROS

Lo studio delle stutture geometriche discrete, prevalentemente
di natura combinatoria, riveste una certa importanza nella teoria
dei gruppi di permutazioni. In quest’ambito, sono tuttora in corso
ricerche, ci & sembrato pertanto utile presentare una rassegna del
risultati esposti nei laveri elencati nella Bibliografia.

1. Le 3-reti

Un quasigruppo (X,+) consiste notoriamente di un insieme X e di
una operazione binaria + definita su X e tale che comunque presi
due elementi a,b e X, ciascuna delle equazioni a*x=b e y+a=b ha
una e una sola soluzione. Un capplo & un quasigruppo dotato di un
elemento unita e. Una 3-rete ¥ ¢ una struttura geometrica che
consiste di un insieme P di punti e di una famiglia L di parti di

P, che si dicono rette, soddisfacenti le seguenti proprieta:

1) L & suddivisa in 3 sottofamiglie disgiunte L1 (i=1,2,3);

2) ogni punto appartiene ad una e una sola retta di ciascuna
sottofamiglia;

3) due rette di sottofamiglie diverse hanno esattamenle un
punto in comune;

4) esistono tre rette appartenenti a tre sottofamiglie diverse

e non contenenti uno stesso punto.

E naturale dire che due rette di una stessa sottofamiglia hanno
la ‘"stessa direzione" oppure che "sono parallele”. Ad ogni
quasigruppo (X, +) si pud associare una 3-rete in modo che 1 punti
siano le coppie ordinate di elementi di X e le 3 sottofamiglie

sianc formate dal seguenti sottoinsiemi di punti:



H

{ (x,g2) | g costante, x € X}, rette orizzontali;

{ (g,y) | g costante, y € X}, rette verticali;

fl

{ (ﬁ,y) | x+y=g; con g costante %,y € X}, rette trasversall.

Viceversa, ogni 3-rete pud essere coordinatizzata mediante un
quasigruppo. Quelli che coordinatizzano una stessa 3-rete costi-
tuscono una classe di isotopla la quale contiene sempre un cappioc.

Per 1l'ordine di una 3-rete si intende 1’ordine di un (qual-
siasl) quasigruppo che la coordinatizza.

Una collineazione di una 3-rete ¢ una permutazione dei punti
che mandi rette in rette. Le collineazioni di una 3-rete costitui-
scono un gruppo contenente un sottogruppc normale (di indice =B)
che conserva clascuna direzlone (cicé manda rette parallele in
rette parallele).

Una teoria generale delle 3-reti con particolare riguardo al
gruppl di ceollineazioni & stata sviluppata da Barlotti e Stram-
bach [1], la quale & stata ulteriormente approfondita per una
impertante classe di 3-retil particolari, dette 3-reti involutorie

con identita,

Definizione 1. - Una 3-rete N si dice involutoria se gode della
seguente proprieta configurazionale:

la retta trasversale contenente il punto (a,b) contiene

anche 11 punto (b,a).

S1 pud verificare che una 3-rete ¢ involutoria con identita se
e solo se & coordinatizzablle mediante un cappio commutativeo di
esponente 2. Nel caso in cul tale cappio sia un gruppo (quindi un
2-gruppo abelianc elementare), la 3-rete associata & immergibile
in un pianc di Galels e prende il nome di 3-rete involutoria clas-
sica con identita. Una sua caratterizzazione in termini gruppali &

data dal seguente teorema:

Teorema 1. ([10] Theorem 5) Una 3-rete involutoria con identita
¢ classica se e soltanto se ammette un gruppo di automorfismi
che:
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(1) contenga un sottogruppo normale risolubile,
(2) conservi le direzioni,
(3) muti in sé una retta trasversale e operi sui punti di

essa come un gruppo di permutazioni 2-veolte transitiveo.

Notiamo che 1’'ipotesi (1) & essenziale in quanto vi sono 3-re-
ti involutorie con identitad che non sono classiche pur dotate di
un gruppe di automorfismi che godono di entrambe le proprieta (2)
e (3).

2. Le [:]- geometrie con parallelismo

Continueremo a denotare con X un insieme finite d4di cardinalitda
n. Per analogia alle abituali notazioni di calcolo combinatorio,
useremo il simbolo (E] per indicare la famiglia dei t-insiemi di X

(ossia i sottoinsiemi formati da esattamente t (1<t<n) punti). Os-
n
=({).
nozione di parallelismo in (f]:

serviamo che |[f}| Seguendo P. Cameron [3], introduciamo la

Definizione 2. - Un parallelismo di ( ) ¢ una relazione di eguiva-

lenza in ( ) soddisfacente la seguente proprieta:

comunque presi un punto Pe€ X e un t-insieme b € [ } esiste un

unico t-insieme ¢ € ( ) contenente P e parallelo a b

Ricordiamo che per un noto teorema dovuto 2 Baranyai (vedi [3]
p. B), una i )—geometria con parallelismo esiste se e solo se t
divide n. Un automorfismo di una ( )-geometria con parallelismo &
una permutazione su X che manda coppie di t-insiemi paralleli in
coppie di t-insiemi paralleli. An automorfismo si dice stretto se
ogni t-insieme e la sua immagine sono paralleli. Gli automorfismi
stretti costitulscono un sottogruppo normale del gruppo degli au-
tomorfismi. Tale sottogruppo ¢ pluttosto ristretto: per t>2 & ad-
dirittpra banale mentre per t=2 & isomorfo ad un 2-gruppo abelianc

elementare che opera su X come un gruppo di permutazioni semire-
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golare. Il caso di t=2 riveste particolare impertanza anche per il
fatto che ¢ una generalizzazione della nozicne classica di spazio
affine sopra GF(2).

Una proprieta che nasce in modo naturale nell’'ambito di tali
geometrie & la proprieta del parallelogramma (cfr. [3] p.19): Co-
munqgue presi tre t-insiemi a,b,c € (f} tali che a|b, a#b e cSaub,
risulta c|(aub)-c. Conviene notare che se t=2 la proprieta di
parallelogramma asserisce che se una coppia di lati opposti di un
quadrangolo sono paralleli, lo stesso vale per 1'altra coppia di

lati opposti. E curioso che la proprieta del parallelogramma nhon

caratterizzi gli spazi affini sopra GF(2) nell'ambito delle {rl
geometrie con parallelismo. Esiste comunque una unica eccezione

data dalla {i}-geometrla con il parallelismo sestetto sopra un
insieme X di cardinalita 24. Poiché 11 gruppo degli automorfismi
di tale geometria ¢ isomorfo al gruppo di Mathieu M,,;, si ha il

Teorema 2. ([3], p.21)- Il gruppo degli automorfismi di una (f]-
geometrie con parallelismo soddisfacente la proprieta del paralle-

logramma & isomorfo ad ASL(m,2) oppure a M.

3. Le colorazione del grafo completo con il minor numero di colori

Si dice grafo completo il grafo in cui ogni coppia di vertici e
congiunta da uno spigolo. Se ad ogni spigolo di un grafo comple-
to si da un colore si ha una colorazione di spigoli. Ci limiteremo
a considerare colorazioni del grafo completo su un numeroc n pari
di vertici che usino n-1 colori e che abbiano la proprieta che mai
due spigoli uscenti da uno stesso vertice sono equicolorati. Tali
colorazioni di spigoli sono dette minime in quanto occorrono ad
ogni modo almeno n-1 colori perché un grafo completo abbia una
zolorazione che goda della suddetta proprieta. Avvertiamo che nei
lavori [B] e [9] si adopera il termine di uno-fattorizzazione an-
ziché colorazione minima di spigoli, ma la differenza & formale.
(efr. [3], §IV p.83).



Un automorfismo di una colorazione di spigoli & una permuta-
zione dei vertici che mandi spigoli equicolorati in spigoli equi-
colorati. Una colorazione minima di spigoli di un grafo completo &
detta k-transitiva se ammette un gruppo di automorfismi che operi
sul vertici come un gruppo di permutazioni k-volte transitivo.

Lo studio delle colorazioni minime di spigoli k-volte (k=2)
transitive ha avuto inizio negli anni Settanta ad opera di Cameron
ed & stato completato recentemente con 1'uso della classificazione

dei gruppl semplici finiti.

Teorema 3 ([4)) - Classificazione completa delle colorazioni K-
transitive (k=2) minime di spigoli del grafo completo su n verti-

cl:

1) una classe infinita di colorazioni 3-transitive minime di spi-
goli: n=2" (m=1,2,...) e il gruppo degli automorfismi & isomorfo
ad ASL(m,2).

2) cingue esempi di tipo sporadico:

n k gruppo degli automorfismi
4 4 S, ( =PGL(2,4) )
6 3 Sg ( =PGL(2,5) )
8 2 PSL(2,7)
12 2 PSL(2,11)
28 2 PrL(2,8)

Fsistono invece per tutti 1 valori di n, delle colorazioni
l1-transitive minime di spigoli del grafo completo su n vertici. In
proposito, riportiamo due risultati su colorazioni cicliche (sono
cosi chiamate le colorazioni dotate di un gruppo ciclico di auto-
morfismi che opera sui vertici come un gruppo l-transitivo di

permutazioni.
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Teorema 4. ([S5]).- Condizione necessaria e sufficiente affinché
esista una colorazione ciclica minima del grafo completo su n ver-

tici & che n sia una potenza di 2 ad esponente 3.

Teorema 5. ([8]) - Se il grafo completo su n vertici ammette una
colorazione ciclica minima di spigoli tale che il relative gruppo

ciclico di automorfismi conservi un colore, allora n®0 (mod 8).

4, I sistemi di terne di Steiner

Un sistema di Steiner S(t,k,v) consiste di un insieme non vuoto
X di cardinalita v (1 cul elementi saranno detti punti) e di una
famiglia di parti di X, detti blocci, clascuna di cardinalita t
tale che k punti distinti appartengano ad unc e un sol blocco.
Tale nozione risale al 1844 ed & una delle piu antiche nel campo
della Combinatoria. Studi approfonditi di natura gruppale sui si-
stemi di Steiner sono stati effettuati soprattutto negli anni 30;
vale la pena di ricordare 1’importante caratterizzazione dei
gruppl di Mathieu come gruppi di automorfismi di certil sistemi di
Steiner. In anni recenti, 1’interesse ¢ rivolto principalmente al
caso t=3, k=2, cice¢ al sisteml di terne di Steiner. Sonc state
date diverse caratterizzazioni degli spazi affini sopra GF(3) e
quellil proiettivi sopra GF(2) in termini di sistemi di terne di
Steiner. Ci limitiamo a riportare un risultato di rilievo che ri-

posa sulla classificazione deil gruppi semplici.

Teorema 6. ([4), [8B), (7)) - Tutti e soli di sistemi di terne di
Steiner 2-volte transitivi sono gli spazi affini sopra GF(3) e gli
spazi proiettivi sopra GF(2).

3. Gli insiemi di permutazioni strettamente transitivi

Come & noto, un gruppo ¥ di permutazioni sopra un insieme fi-
nito X si dice k-volte transitivo se prese comunque due k-ple di

«lementi distinti d4di X, (xr...,xk], (ylp..,yk], esiste un ele-
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elementi distinti di X, [xf...,xk], fyf.A.,yk}, esiste un ele-
mento geG tale che g{xi]=yl, i=1,2,...,k. Nel caso in cui vi sia,
per ogni due k-ple, un unico tale elemento g, il gruppo ¥ si chia-
ma gruppo di permutazioni strettamente k-transitive su X.

Lo studio dei gruppi di permutazioni k-volte strettamente
transitivi, gia ampiamente svolto nell’ambitc della teoria dei
gruppi, & stato esteso, sin dagli annil Sessanta, al caso pid gene-
rale degli insiemi di permutazioni, ossia al caso in cul § sia un
insieme (non necessariamente un gruppeo) di permutazioni su X. Gli
insiemi di permutazioni k-volte transitivi corrispondono per k=2
ai piani affini e per k=3 al piani di Minkowski. Se § & un gruppo,
la struttura geometrica corrispondente & molto particolare: per
k=2 la struttura delle coordinate & un quasicorpo associativo, per
k=3 un piano affine derivato & un piano di Galois o di André.
Inocltre, se kz4 e il gruppo generato da ¥ non contiene il gruppo
alterno Ax su X, allora 1’insieme ¥ & necessariamente un laterale
di un opportuno sottogruppo del gruppo simmetrico Sx su X; tale
sottogruppe coincide allora con uno dei seguenti gruppi: Sx’ Af
il gruppo M;; di Mathieu (k=4, |X|=11), il gruppe M;, di Mathieu
(k=5, |X|=12]. Quest’ultimo risultato, dovuto a L.A. Rosati, ¢ un
corollario della classificazicne dei gruppi semplici finiti e la
non-esistenza di piani affini di ordine 21 o 22. Gli insiemi di
permutazioni strettamente 1-transitivl costituiscono una famiglia
molto vasta e con caratterl di estrema generalita. E possibile
tuttavia conseguire risultati significativi su particolari insiemi
di permutazioni strettamente l-transitivi. Questo & il caso degli
insiemi di permutazioni inveolutorie strettamente 1-transitivi con

identita che chiameremo brevemente PIIST.

Definizione 3. - Un insieme di permutazioni (%,X) sopra un insieme

X si dice un insieme PIIST se

(2) glg(x))=x, per ogni x € X e per ogni g € ¥,
(3) id. € §.
X
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Osserviamo che ogni 2-gruppc abeliano elementare, riguardato
nella sua rappresentazione Cayleiana, risulta essere un Iinsieme
PIIST.

Analogamente al caso del gruppi di permutazioni, due insiemi
PIIST (X,,%;) e (X;,95) si dicono simili se vi sono due biiezlioni
« (X2%,) e B (§,»> 65) tali che a(gy(x,))=(Bg;)(a(x;)), per ogni
Xy€Xy; e g,€5;. Due insiemi PIIST si dicono isomorfi se hanno lo
stesso insieme sostegno e sono simili. In altri termini, si pone
(X,%,)=(X,%,) se sussite a 1¥;,0=¥; per una opportuna permutazione
a su X. Dato un insieme PIIST (X,%), un automorfismo & una permu-
tazione ¥ su X tale che 7 1%y=%; gli automorfismi costituisconc
un gruppo di permutazioni su X che coincide ovviamente con il
normalizzante #(¥) di § in Sx' Osserviamo che se un insieme PIIST
¢ un gruppo (e in tal caso necessariamente abeliano elementare di
ordine n=2" con |X|=n), i1 gruppo degli automorfismi & isomorfo
ad ASL(m,2) ed opera su X allo stesso modo di ASL(m,2) nello
spazlio affine di dimensione m sopra GF(2).

E facile vedere che se n=2 o n=4, gli insiemi PIIST su n
oggetti sono fra loro isomerfi. Questo vale ancora per n=6, ma
non per nz8. In [11] si d& una classificazione completa degl!
insiemi PIIST su 8 oggetti: Vi sonc esattamente sei classi di
isomorfismo, ciascuna ¢é caratterizzata dal suo gruppe di
automorfismi. Ci limitiamo a riportare gli ordini dei rispettivi
gruppi: 1344, 96, 64, 42, 24, 16.

6. Equivalenze fra casi particolari

delle strutture geometriche precedentemente considerate

Le strutture geometriche su cui c¢i siamo soffermati sono col-
locate in aree diverse nell'ambito della Combinatoria. Fra esse
esistono tuttavia significativi legami, il pid notevole & 1'equi-
valenza della nozione di colorazione minima di spigeli del grafo

completo su n vertici con ciascuna delle seguenti nozioni:
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[:)-geometria con parallelismo. Dato un insieme X, & chiaro che
la sola differenza tra la [;]—geometria e il grafc completo i cui
vertici sono gli elementi di X consiste nel chiamare i Z2-sot-
toinsiemi di X col nome di spigoli. In particolare, 2-sottoinsiemi
paralleli e spigoli equicolorati hanno lo stesso significatec. Vi e
pertanto una corrispondenza intrinseca fra le colerazioni minime
di spigeli di un grafo completo e le (;)—geometrie con parallelis-
mo sopra 1'insieme X dei vertici del grafo. Si vede anche che i
rispettivi gruppi di automorfismi coincidono.

3-rete involuteoria con identita, Fissato un vertice e, ad ogni
colorazione minima di spigoli resta associato un cappic commutati-
vo (X,+) di esponente 2, se si introduce la seguente operazione

“"+«" sull’insieme sostegno X formato dal vertici:

(1) per ogni a € X, a*a=e;
(2) per ogni a € X - {e}, a-e=a=e-a;
(3) per ogni due a,b € X - {e} distinti, a+*b=c se gli spigoli

{e,c} e {a,b} sono equicolorati.

Viceversa, ogni cappio commutativo (X,+) di esponente 2 da luogo
ad una colorazione minima di spigoli del grafo completo 1 cul ver-—
tici sono gli elementi di X. Poiché ogni 3-rete involutoria con
identita & coordinatizzabile mediante un cappio commutative di e-
sponente 2, vi & una corrispondenza fra le colorazioni minime di
spigoli del grafo completo su n vertici e le 3-reti involutorie
~on identita di ordine n. Mediante tale corrispondenza, & possibi-
le definire un isomorfismo fra il gruppce I' degli automorfismi del-
la colorazione e il gruppo quoziente G/T dove G & il gruppo delle
collineazioni della 3-rete che conservano le direzionl e mutano in
sé una la retta e, trasversale, e T ¢ il sottogruppo costituilto
delle collineazioni che fissano ogni punto di e Inoltre, T opera
sui vertici del grafo allo stesso modo di G/T sui punti di €,
Insieme PIIST. Ad ogni colore di una colorazione minima di
spigoli del grafo completo si pud associare una permutazione invo-

lutoria sull’'insieme del verticl X nel modo seguente: Se {xi,yi}
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sono gli (n-1)/2 spigoli di tale colore, le trasposizioni (xlyiJ
sono disgiunte, quindi il loro prodotto ¢ una permutazione invo-
lutoria su X. Gli n-1 colori danno cosi luogo ad altrettante per-
mutazioni involutorie le quali con 1’'aggiunta dell’identita di X
costituiscono un insieme PIIST. Questo ragionamento si inverte,
sicché vl ¢ una corrispondenza biunivoca fra le colorazioni minime
di spigoli del grafo completo su n vertici e gli insieml PIIST di
ordine n. In quest’'ordine di idee si vede anche 1’isomorfismo fra
i rispettivi gruppi di automorfismi.

Conviene notare infine che certe colorazioni minime di spigoli
del grafo completo corrispondonc ai sistemi di terne di Steiner.
Piu precisamente, se il cappio associato ¢ totalmente simmetrico,

vale a dire
(4) per ogni a,b € X, a*(a*b)=b,

sl ottiene un sistema di terne si Steiner considerando come punti
i vertici distinti da e e come rette le terne {a,b,a*b} di vertlci
per ogni a#b e a#e#b. Viceversa, ad ogni sistema di terne di Stei-
ner s1 pud associare un cappio commutative totalmente simmetrico
di esponente 2, quindi una particolare colorazione minima di spi-
goli di un grafo completo. I1 gruppo degli automorfismi di una
colorazione siffatta che fissano il vertice e, risulta isomorfo al
gruppo degli automorfismi del corrispondente sistema di terne di
Steiner.

In forza dei legami ora illustrati, 1 tecremi precedentemente
riportati restano validi e potranno essere riformulati in ciascuna
delle strutture equivalenti. Ci limitiamo ad enuniciare il Teorema
3 in termint di 3-reti e di insiemi PIIST:

Teorema 7. Classificazione completa delle 3-reti linvolutorie con
identita dotate di un gruppo I' di automorfismi soddisfacente alle
seguenti condizioni:

(5) ' conserva le direzioni,
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(6) I muta in s¢ una retta trasversale e operi sui punti di

essa come un gruppo di permutazioni 2-volte transitivo.

i) la classe infinita delle 3-reti involutorie classiche con
identita,
ii) tre 3-reti involutorie con identita di ordine rispettiva-

mente 6, 12 e Z28.

Teorema B. Classificazione completa degli insiemi PIIST (§,X) tali
che il normalizzatore di ¥ nel gruppe simmetrico su X sia doppia-

mente trapsitiveo su X.

i) la classe infinita dei gruppi PIIST (ossia 1 2-gruppi
abeliano elementari);

ii) tre insiemi PIIST di ordine rispettivamente 6, 12 e 28.

In [2] & stato compiuto il primo impertante passo in direzicne
della classificazlone di tutte le 3-retl che godano delle
condizioni poste nel Teorema 7. In propesito, si & rivelato molte
ultile lntrodurre la nozione di 3-rete irriducibile rispetio alle
proprieta (5) e (8). Si richiede che la 3-rete non contenga delle
sotto 3-reti proprie {con eccezione al pit delle 3-reti di ordine
2) dotate della stesse proprieta gruppali, nel sensoc che il sotto-
gruppo £ di I' che muta in sé& una sotto 3-rete di ordine >2 non sia
doppiamente transitiveo sui punti della retta trasversale situati

su tale sotto 3-rete.

Teorema 9. ([2] Propesitlen 1.1) Classificazione completa delle
3-reti irriducibili rispetto alle proprieta (5] e (8):

i) la classe delle 3-reti classiche coordinatizzate con gruppi
di ordine primo dispari;

ii) tre 3~reti di ordine rispettivamenie 4, 6 e 12.
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JOIN GEOMETRIES : UN APPROCCIO SINTETICO ALLA
CONVESSITA'

Antonio LEONELLI
Facolta di Scienze MM.FF.NN., Universita di Viterbo

Gli insiemi convessi hanno come noto un 7Tuolo centrale nei
problemi di ottimizzazione. Essi intervengono ad esempio come
insiemi soluzione di un sistema di disequazioni lineari in n
variabili reali. Le caratteristiche geometriche di tali insiemi
interessano, in tali applicazioni, piu' che altro per le loro
conseguenze algebriche: si pensi al ruolo che i vertici di un
peliedro giocano nella ricerca del massimo di un funzionale
lineare. BAnche per questo motivo 1'approccio classico allo studio
degli insiemi convessi e' stato quello di far |uso delle
coordinate, immergendosi in R" . La natura geometrica di tali
problemi consente, pero', di darne delle dimostrazioni per via
sintetica, anziche' analitica, cice' senza far uso delle
coordinate. Un modo molto generale per trattare la convessita' per
via sintetica, che permette anche di semplificare alcune
dimostrazioni e per di piu' fornisce modelli anche fuori della
geometria euclidea, e' quello introdotto da Prenowitz, consistente
nella geometria dei Join Spaces. Un join space e' un insieme
munito di una iperstruttura, chiamata prodotto join, soddisfacente
a opportuni assiomi suggeriti dall'operazione geometrica
elementare consistente nell'assegnare ad ogni coppia di punti di
uno spazio euclideo 1l'insieme dei punti del segmento che 1i
congiunge. In questo mode, per un sottoinsieme di X l'essere
convesso equivale all'essere stabile rispetto al prodotto join. I
pochi assiomi stabiliti da Prenowitz permettono, come ora vedremo,
di sviluppare una teoria della convessita' che fa ritrovare, senza
far uso delle coordinate, i piu' importanti teoremi sugli insiemi

convessi.



1. Definizioni ed esempi.

Sia X un insieme e - : XxX —— 2K una iperoperazione
su X .S A,B<cX , l'operazione si estende a coppie di
insiemi, ponendo :
A-B=uU{ ab | aeh, beB }
Per brevita' si omettera' il punto {come di abitudine, in Algebra)

e si identifichera' ogni singleton {a} con il suo unico elemento

a .

Se 1'iperoperazione e' commutativa, allora e' univocamente
determinata l'operazicne inversa , definita da :

(1.1) gﬂmixexlaeb'x}.

Anch'essa viene estesa a coppie di insiemi allo stesso modo del

prodotto.

1.1. Definizione.

La coppia (X.-) &' detta uno spazic join se soddisfa
gli assiomi :
ji., ab=88 , V¥ a, be X .

j2. ab=ba , V¥V a, be X . ( proprieta'commutativa).
j3. atbe) = (abl)e , ¥ a, b, c € X {(proprieta' associatival.
i&. Y a, b, o, deX, —E—.—’-‘/-S———-ra-dﬁb-c , dove &

indica la relazione di incidenza.

ij5. VY a, beX |, %#e

a

= =a ¥ aeX s (idempotenza) .

j6. aa = a ,

In uno spazio Jjoin, l'iperprodotto di due elementi (o
sottoinsiemi) e' detto gprodotto jein (0 semplicemente Jjoin),
mentre l'operazione inversa prende il nome di estensione., Il
perche' di tali denominazioni sara' chiarc non appena si
considereranno alcuni esempi.

Per il prodotto 3join e per l'estensione valgonce le seguenti
proprieta’ di monolonia

Sc<T e 8' €T ——s SS'STT e g_g%—
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Osserviamo che, in letteratura, una iperstruttura
zsddisfacente 31, 32, 13 e' detta un semi—ioergiuppo <ommutat Lo,
ter "pergupps si intende, invece, un semi-iperguppc che soddisfa
anche la cosiddetta proprieta'’ di riproducibiliea’

1.2) aX = X =¥a ,%vYaesX .
2i vede facilmente che {1.2) equivale a i5 e, gquindl, uno
zpazio 3oin €' un iperguppe commutativo.

Pertantc, l'assioma che caratterizza gli spazi jeoin,
nell'ambito degli ipergruppl e it , 11 cul aspetteo formale
ricorda una ben nota regola dell'algebra elementare. Tale assioma
assume un ben preciso significato geometrico non appena si

considerino alcuni esempi di spazi join associati a note strutture

geometriche.
1.2. Esempio (3oin wvettoriale}.

8i consideri uno spazio wvettoriale V su un campo oxdinato
K (si pensi, per fissare le idee, ad [R" 50 ). Presi due
elementi a, b di V , siponga ab = { (1-x}a + Ab | » « K } .
ab e'" il segmento aperto congiungente a e b , se a e b
sono distinti, altrimenti si riduce al punto a . 11 prodotto di

tre elementi, comunque associati, e' il triangolo che 11 ha come
vertici {eventualmente degenere in un segmento s5e 1 punti sono
allineatil private della freontiera. Pertantoe, gli assiomi J1, 32,
33 sono evidentemente soddisfatti. Per wverificare gli assiomi

a

ik e 35 , occorre vedere cos'e'! l'estensione B di due

elementi. Dalla {1.1) segue facilmente che, se a e b sSOno
2 3 5 a : s v

distinti, s e' la semiretta aperta oon origine a ,

contenita nella yretta individuata da a e b e non contenente
b ; con immagine suggestiva si potrebbe dire che e' 1l'ombra di
a proiettata da b . Se, invece, & = b , allora E el
ridotta al singolo punto a , pertanto 1l'estensione di due

elementi e' comangue non vuota e ji5 e' soddisfatto.

I1 significato di 34 , in questo esempio, e' il seguente :
ze la semiretta —{?— incide la semiretta g allora 1il

segmento ad deve essere incidente al segmento be , come in
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efferti avviene.

1.3. Esempio (join Zox).
3i consideri in R l'iperprodotto definito da :

fa, al)l (b, b} = (ab lixlab)
a .4 a r 1 1 2 2
dove a}a (i=1,2) e' il join vettoriale di a e bL in 174
e = indica il prodotto cartesiano. Se 1 due punti sono =ulla
stessa retta orizzontale o wverticale, il loro doin e’ un

intervalle aperto su tale retta ; se sono in posizione cobligua, il
loro jJoin €' il rettangolo aperto coi lati paralleli agli assi che
ha i due punti come wertici di una sua diagonale. S5Si puo!
generalizzare questo esempio, prendende in luocge di Ez il
prodotto cartesiano di due o piuf spazi jJoin gqualsiasi ed, in

particolare, r" Y neMN .

1.&4. Esempio (spazio tripde),.

Sia X l'unione di tre semirette distinte del piano euclideo
aventi lo stesso punto origine p , privata di p . Dati a, b = X
il prodotto join ab e' cosi' definito: se a=b allora ab = a ;
se a~b ed entrambi i punti appartengono alla stessa semiretta,
allora ab e' il segmento aperto su quella semiretta con estremi
a e b se, infine, i due punti appartengono a semirette

differenti, allora ab = ap U pb . X con tale iperprodotto e!

une spazio join.

1.5. Controesempio.

Consideriamo uno spazic di rette ( S8, &2 ) dove L*bE E e’

la retta che congivnge a ¢con b , se a= b . Definiamo un
iperprodotto al seguente modo :

{x} se X =y
L se x # ¥y

¥,V
Lfoperazione inversa, in tal caso, e' cosi' caratterizzata :
5 a=D»b , si ha :
P { b} se b=x
Xe v s as b-x = { = essendo a = b
L% % se b=x
»
non puo' essere a = {b}! , cice' non puo' essere b = x : pertanto,
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=1 ¢6J=¢£I . '9oin d£J = 5 e610lls , d = x 2 : —%— & =
a X6 2 B sroffs , d = 8 82 . {d} -qu = —g— ibniuy
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2. Sottoinsiemi convessi e lineari.

Z2-1. Definizjoneg.

Un insieme A e' detto conves=oc se e solo se
(251 abe A ,¥a, beh

Nell 'esempico 1.2., gli insiemi convessi nel senso della
Def.2.1. sono esattamente gli insiemi convessi in sensc usuale.
Dal punte di vista algebrico, 1 sottoinsiemi convessi in uno
spazic Jjoin sono quelli stabili rispetto al prodotto join. Si  ha,
ovviamente, che A e' convesso se e solo se BAA < A . Perche'
valga 1l'uguaglianza occoxrre che sia A < AR e questo accade
certamente se si postula l1'idempotenza del 3Join sugli elementi,
cioe' la prima parte di 3jé6. Si osservi che postulare
1'idempotenza suil punti equivale a supporre che i1 punti siano
convessi, come appare naturale. Come e' evidente, 1l'intersezione
di una famiglia di convessi di wuno spazio join e' ancora un
insieme convesso. E' quindi possibile definire 1'tnvolucre
convesso di un sottoinsieme S (che sara' indicate con [8]) come
l'intersezione di tutti i sottoinsiemi convessi di X contenenti
S . In particolare, 1'involucro convesso 4di un punto €' il punto
stesso, grazie a 3J6.

Non e' difficile convincersi che 1'involucro convesso di un
insieme S e' l'unione di tutti 1 prodotti 3Jjoin finiti di
elementi di S . Seguendo la terminclogia consclidata nel caso di
", si dice che 3 genera A (in senso convesso) se A e

1'involucro convesso del sottoinsieme S , . Se bS] e' finito,
allcra A e' detto un pelitepe. E' facile convincersi c¢che i
politopi in senso usuale di R~ sono esattamente i politopi della
struttura join vettoriale :; in particolare, in i , Ssono 1

poligoni limitati.

Particolarmente importante e', come noto, il concetto di
punto estiremo di un insieme convesso. Esso puo' essere dato in
modo molto semplice nell'ambito generale di uno spazio Jjoin, al

seguente modo :
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2.2. Definizione.

Se A e' un insieme convesso, un punto a = A e' detto un
estreme di A se si ha :

¥ x, ve= A A€ XY =————) X =a=y,

In altri termini, a e' un punto estremo del convesso A se
e solo se A-{a} e' ancora convesso.

E' evidente che un punto estremo di A non e' contenuto
neanche nel join di tre o piu' punti distinti 4i & .

Anche in questo ambito cosi' generale wvalgono alcuni noti
teoremi sui punti estremi di convessi in R .

2.3. Teorema.

a<sA e' un punto estremo del convesso A = X se e solo se
a appartiene a ogni insieme 4i generatori di A .
Dimostrazione.

Sia S un insieme di generatori di A , cioce' [S1 =R . Se
a e' un punto di A , allora a = A = [8] , quindi esistono S,
cev 2 8 = S tali che a = S, .--"8_ . Allora, se a e' estremo,
deve essere a = s = ... =58 , cioe' a = 8.
Viceversa, se a non e' estremo, allora S-{a}l genera ancora A.
Infatti, essendo a non estremo, esistono due punti distinti x,
Yy=A tali che a = xy . Sia x = 8.8 L, ¥ = 8 _-...'8 ,
dove gli s, sono punti opportuni di S , dei quali due almeno
distinti, altrimenti x = y . Allora, a = §,°...'s8 . Supponiamo
che gli s siano tutti distinti (basta raggruppare quelli uguali
e usare l'idempotenza) » allora se a = s, » si ha :
ae= : £8,"..."8 e i fattori del prodotto somo tutti
distinti da a , pertanto a = [S-{al}l.

Poiche' [S-f{a}] = ( S-{a} )Yufal = S , ne segue [S5-{al]l =A . -

Dal Teorema segue che i punti estremi di wun politope sono
in numero finito, dato che un politopo e' finitamente generato.
Essi sono detti in tal caso anche vertici, come usuale in R

Si da' anche una nozione di indipendenza convessa al seguente
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modo :

2.4. Definizione. :
Un insieme finito 8 e' detto indipendente in senso convesso

o, brevemente, C-indipendente, se ogni due suoci sottoinsiemi
disgiunti hanno involucri convessi disgiunti. I punti di S sono
detti, allora, C-indipendenti tra loro.

2.5. Teorema.
Sia S un n-insieme C-dipendente di uno spazio join, allora

i politopi generati dagli (n-1)-sottoinsiemi di S hanno un punto

in comune.

Dimostrazione.

Essendo S C-dipendente, esistono sottoinsiemi disgiunti 31
e S5, di S tali che [5;] incide {Sz] in almeno un punto Pp.

Ogni politopo generato da n-1 punti di S contiene wuno degli
insiemi [S,1 , (8] e quindi contiene p g

2.6. Definizione.
Dato un insieme S8 , se esiste una massima cardinalita’

finita tra quelle dei suoi sottoinsiemi C-indipendenti , essa e’
detta il C-range di S ed e' indicata con rﬂ(S] &

2.7. Teorema.

Sia L un insieme lineare di C-rango n z 1 e siano
A‘. ... o+ A sottoinsiemi convessi di L , ogni n dei quali
incidenti tra loro, allora AN ... N A= 2 .
Dimostrazione.

Sia Bj (3=1,...,n+1) 1'intersezione degli n insiemi ni
con i=3 , allora per 1l'ipotesi e' Bf e ,. ¥ j = 1,...,n. Se
]pie BJ ¥ j=1,...,n , n‘ > pi.....pb_‘.p'_“.....pml} , quindi

=1 T Fies" " T T " ey

In , gli n+l punti P, sono C-dipendenti e quindi i politopi

Jh.l 2 [ Pre-2P_ 1P, P 1 . Poiche' il C-rango di L e’

I Pyrev-sP_ 1P oo 1P ] hanno almeno un punto in comune g



I convessi che sono stabili anche rispetto alla estensione
sono, nel caso di R’ , esattamente i sottoinsiemi lineari, quelli
cioe' ottenibili come scluzioni di sistemi di equazioni lineari.

Questo fatto e' all'origine della :

2.8. Definizione.

Un sottoinsieme A di uno spazio jolin e' detto lineare se e

solo se :

(2.2) ab=Kk , —-f;—z—n ,Va, bel

Pertanto, gli insiemi lineari sono particolari insiemi
convessi. Si dimostra, facendo uso degli assiomi j1-35 , che
nella (2.2) la prima condizione e' conseguenza della seconda e
<h.

L'insieme vuoto e l'intero spazio sono lineari e,
grazie alla seconda parte di 3i6 , lo sono anche i singoli punti

I sottoinsiemi lineari di uno spazio join sono essi stessi

cioe' che A e' lineare se e&olo se

spazi join rispetto al prodotto indotto.

Come e' evidente, l'intersezione di una famiglia di insiemi
lineari e' lineare e questo consente di definire 1'inuvoclucreo
lineare di un sottoinsieme S (o insieme lineare generato da S )
come l'intersezione <8> di tutti i sottoinsiemi lineari
contenenti S . Gli elementi di S sono detti generatori di <8>.
Scriveremo, per brevita', <S,T> in luogo di < S U T > .

L'involucro lineare di un insieme S si esprime in termini
di involucro convesso al seguente modo

[S])
£3]

ed inoltre <S> e' l'unione di tutti i sottoinsiemi del tipo
grsias
i

(2.3) <S>

m
W (st,tjes,m,nﬁm]

Si puo' dare una definizione di lineare indipendenza al

modo seguente :
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seguente definizione :

2.12. Definizione.

Si chiama base di wun insieme lineare L ogni suo

sottoinsieme di generatori linearmente indipendenti.

Se L e' finitamente generato, esso ha certamente una base
un qualsiasi suo insieme minimale di generatori (in wvirtu' del

Teorema 2.10.).

Non e' detto, pero', che due basi di uno stesso insieme
lineare finitamente generato abbiano lo stesso numero di elementi.
Si consideri, infatti, la struttura join box su ®*. In tale
spazio una qualungque coppia di punti distinti in posizione cobliqua
e' una base dell'intero spazio, ma anche i tre punti (1,0,0) 5
(0,1,0) e (0,0,1) costituiscono una base per tale spazio Jjoin.
Non si puo', quindi, parlare di identita' +tra dimensione di un
insieme lineare e numerc di elementi di una sua base, come avviene
in Algebra Lineare. Per ottenere una buona teoria della
dimensione, occorre aggiungere l'ulteriore assioma, detto di

scamblo

EX. Se b e ¢S,a> , b & <35> allora {8,a> = <5,b> ,
¥V a, be X , 5= X .

2.13. Definizione.

Uno spazio join soddisfacente EXK e' detto uno spazioc ¢ join>
di scambio.

Se, come naturale, per retta in uno spazio join si intende un
insieme lineare generato da due punti distinti, allora in uno
spazio di scambio si ha che per due punti distinti passa wuna e
una sola retta : la retta <a,b>. 8i dimostra, anzi (ef.[101), che
tale proprieta' e' egquivalente all'assioma di scambio. Pertanto
uno spazio join e' di scambio se e solo se lo spazio geometrico
avente le rette.come blocchi ha la struttura d4i uno spazio di

rette (linear space).
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Lo spazio join &ox {esempic 1.3.) non e’ di scambio. B8i
considerino, infatti, due punti di R° aventi la stessa ordinata
keR . Allora 1'nsieme di equazione y = k e' una retta rispetto
alla struttura jeoin box , essendo un insieme lineare generatc dai
due punti dati. Essa non e' pero' l'unica retta contenente i due
punti, dato che 1l'intero R® &', rispetto alla struttura box,
anch'esso una retta, essendo 1'inveolucro lineare di una qualungue
coppia di suoi punti che sianc in posizione ebligua rispetto agli
assi (cioce', aventi coordinate omologhe distinte).

Lo spazio triode {(esempio 1.4.) e uno spazio di scambio

perche' l'intero spazio e' l'unica retta in esso esistente.

Dal Teorema di scambio seguono risultati analoghi a quelli
classici sulle basi degli spazi wvettoriali. Infatti, si ha
{(cf£.[101}) :

2.14. Teorema.

Se L ha una base finita, allora tutte le basi di L hanno

la stessa cardinalita'.

2.15. Teorema ( formula di Grassmann).
Se L e M sono sottoinsiemi lineari di dimensione finita

si ha :
dim <L,M> < dim L + dim M - dim LM

e, se L inecide M , allora vale 1'uguaglianza.

3. Spazi ordinati e teoremi classici sui convessi.

I tre teoremi classici d4i Radon, Helly e Caratheodory possonc
essere generalizzati all'ambito degli spazi join, se si
introduce 1'ulteriore assioma dell’crdine
OR. ¥ a, b, ¢ « ¥ punti distinti di una retta vale una delle tre
relazioni

(3.1) a=be , beac , ¢ e ab
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3.1. Definizione.-

Uno spazio join soddisfacente OR e' detto uno spazic (join2

ordinate,

E' evidente che K" , con il join vettoriale, e' uno spazio
ordinato.

Lo spazio tricde, invece, {(Esempio 1l.4.) non e' ordinato. Per
rendersene’ conto, basta prendere i punti a, b, ¢ uno per ciascuna
delle tre semirette che costituiscono lo spazio. I tre punti
appartengono alla stessa retta, perche' l'intero spazio e' una
retta (nella struttura di spazio-join), ma nessuno di essi
appartiene al join degli altri due.

Anche gli spazi R" con il join box {Esempioc 1.3.) non sono
ordinati, come si pua' vedere direttamente o tenendo conto del
fatto che ogni spazio ordinate &' anche di scambio, come mostrato

dal seguente Teorema :

3.2. Teorema.

In uno spazio ordinato, se a e b sono punti distinti,
<a,b> e' l'unica retta contenente a e b e si ha :
a b
{3.2) <a,b> = ab u s o u = Jaub .
Dimostrazione.

Sia L wuna retta contenente a e b . Essende L lineare,

certamente L 2 <a,b>» =2 ab v -%— " 2— vawb. 5 S5ia'x« L .
Se x=a oppure x=b , allora x = <a,b> . Sia x = a, b . Allora
x, a, be L e OR implica : x € ab oppure a = xb oppure
be xa . In ogni caso, X € ab u —%— U g- Uaubs<E<a,br.

Cosi', L £ ab u-%— u g-u aub = <a,b> , da cui 1l'uguaglianza

dei tre insiemi g

Il Teorema ammette la seguente generalizzazione all'involucro
lineare di un n-insieme, con n = N qualsiasi:

3.3. TIeorema.

In uno spazio ordinato, <ai..-., an> e' l'unione di tutti

gli insiemi esprimibili nelle seguenti forme :
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. . < 3 < -
(I) a By a . 1s4i < ... <1 Sn :
i r
a - a 1 £33 € :..%€X% =n H
L L r
i r
(II) T R ,
o = J < .
k. 1 1=3 < ... <3 _=n '

con 1 - 3, per h = k .

Per quanto riguarda 1l'involucro convesso di un n-insieme in
uno spazio ordinato, vale la seguente formula di espansione det
politopl se p = [ai,.---ah] . allora
[ai,....an]=[p.a&.-..,an]U[ai.p,as,....an}U...u[aL,...,aﬁ_. pl.

1

3.4. Teorema.

In uno spazio ordinato, n punti sono C-indipendenti se e
solo se sono L-indipendenti.
Dimpstirazione.,

Sappiamo che in ogni spazio join 1la L-indipendenza implica
la C-indipendenza. Per il viceversa occorre far uso del fatto che

lo spazio e' ordinato.

Siano a ,---22_ L-dipendenti, allora e', ad esempio,
a €e<a ,...,a >». Per il Teorema 3.3., a®a -...' a 3
[ 1 n—1 Lal |8 L
1 r
a Esad A
Ll. ]'r
oppure a =~ — = , <con le stesse limitazioni del
n " osos
J!. JH
Teorema 3.3. per gli indici. Nel secondo caso, si ha :
aa ...a A B ...A . Pertanto, in entrambi i casi, =i ha una
i i L, L :
relazione di incidenza di due prodotti join fatti con
sottolinsieml disgiunti d4di {ai, Sy i an! e, quindi, quest'ultimo

e' C-dipendente g

L'equivalenza tra C-indipendenza e L-indipendenza
caratterizza gli spazi ordinati. Si dimostra infatti che uno
spazio join e' ordinato se e solo se vale tale equivalenza.

Poiche' L-rango e C-rango sono la stessa cesa, nell'ambito
degli spazi ordinati si parla semplicemente di rango

-
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3.5. Corollario.
In uno spazio ordinato, ogni n+1l punti di un insieme
lineare di rango n { cioe' di dimensione n-1 ) sono

C-dipendenti.

3.6. Teorema (di Radon).

In uno spazio ordinato X , sia S un insieme 4di n+l1 punti
di un insieme lineare di dimensione n-1 , allora esistono
sottoinsiemi disgiunti S, , S, di S tali che [SSIQISZJ
Dimostrazione.

E' un corcllaric del Corollarioc 3.5. g

3.7. Tecorema (di Helly}.

In uno spazio ordinato X , sia L un insieme lineare di
dimensione n-1 # 0 e siano nl....,nnﬂ sottoinsiemi convessi
di L, ogni n dei quali incidenti fra loro, allora tutti gli
n+l sottoinsiemi A hanno un punto in comune.

Dimpstrazione.

E' una immediata conseguenza dei Teoremi 2.7. e 3.4&. g

3.8. Teorema.
Se S e' un n-insieme linearmente dipendente di uno spazio

ordinato, allora I[S] e' 1l'unione dei politopi generati dagli
{n-1)-sottoinsiemi di S .

Dimostrazione.

Per ogni p < [8] = {aa,....an] ., la formula di espansione
dei politopi daf
fa,...,a l=lp,a,...,a Wla,p,a,...,a Jv...ula,...,a ., pl.
Essendo ) L-dipendente, quindi C-dipendente, gli addendi

dell'unione al secondo membro dell'uguaglianza hanno un punte in
comune. Scegliendo tale punto come p nell'uguaglianza, esso e'
ridondante in ogni addendo dell'uniocne g
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Un politopo generatoc da n punti linearmente indipendenti e’

detto un simplesso,

3.9. Corollario.

In uno spazio ordinato, ogni politopo P e' esprimibile come
unione finita di simplessi i cui wvertici sono in P

Dimpstraszione.

Usando termini diversi, I1 Teorema 3.8. afferma che, in uno
spazio ordinato, se un politope ha n vertici e non e' un
simplesso, esso e' l'unione dei politopi generati da n-1 suoi

vertici. Se questi politopi sonc tutti simplessi, la dimostrazicne

e' completata ; in caso contrario si procede per induzione g

Il Corollario afferma, in altri termini, che ogni punto di un
politope P , in uno spazio ordinato, e' contenuto in un simplesso

con vertici in P .

3.10. Ieorema.

In uno spazio ordinato, sia A un insieme convesso di rTango
r . Sia S8 un insieme di C-generatori di A . Allora A e’
1'unione di una famiglia di simplessi di rango non superiore ad T
ciascuno dei quali ha tutti i vertici in S
Dimostrazione.

Se x <= [8] = A , esiste un sottoinsieme finito F di s

tale che x € IF) . [IF] e' un politopo di rango al piu' r g

3.11. Teorema (di Caratheodory).
Sia L un insieme lineare di dimensione n-1 in uno spazio

ordinato. S8ia S = L . Allora x € [8] se e sclo se x e' in un
prodotto-join di al pin" n punti 8i 8§ .

Dimostrazitone.

Se x e' in un prodotto-join 4di n punti di g , allora
certamente x  [8]. Sia, viceversa, x € [38]. Poiche' L ha
dimensione n-1 e, quindi, range n, il rango di [5] e' al
piu' n . Allora, per il Teorema 3.10., [8] e’ 1'unione di una
famiglia di simplessi di rango al piu' n , aventi verticl in S
x appartiene, quindi, ad un simplesso di rTango al piu' n ,
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generato cioe' da al piu' n punti di S ; ne segue che x

appartiene ad un prodotto-join formato con alcuni di questi punti

Chi ha presente la formulazione c¢lassica del Teorema di
Caratheodory puo' riconoscere che il Teorema 3.11. e' una sua
generalizzazione semplicemente osservando che , nel caso del 3join
vettoriale, un punto p appartiene al prodotto join di n punti

se e solo se p e' esprimibile come combinazione convessa degli
stessi.

Concludiamo con una elegante caratterizzazione, in termini
del prodotto-join, dell'involucro convesso di un sottoinsieme di

un insieme lineare di data dimensione.

3.12. Teorema.

In uno spazio ordinato, sia S wun sottoinsieme dell'insieme
lineare non vuoto L di dimensione n-1 . Rllora [S] = 8" , dove
11 secondo membro indica il prodotto join di S con se stesso n
volte (potenza n-esima nell'ipergruppo).

Dimestraezions,

Sia x = [8] . Per il Teorema 3.11. esistoeno m punti, con

m=<=n, di 8 : a, --- , a tali che x € a ... a
Quest'ultimo insieme e' contenute in s" in  wvirtu'
dell'idempotenza del join. Pertanto, [S]1 = 8 . Il viceversa segue
dal fatto che [8] 5 808 B coe 8™ U u -

I risultati esposti in questo articolo possono dare solo una
prima idea del lavoro svolto per decenni dal fondatore della
teoria, Walter Prenowitz, e dai suwoi collaboratori, in particolare
James Jantosciak. Essi, con l'uso delle sole operazioni di join e
di estensione hanno introdotto con successc nozioni di Topologia,
collegandole a quelle di foccia e di iperpienc tangent=, e hanno
applicato le tecniche delle join Geomstries anche alla teoria dei
coni, alle geometrie descrittive e sferiche, argomenti per i quali
si rimanda alla bibliografia.
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CLUSTERING CON MASSIMA SEPARAZIONE SU UN ALBERO

M. MARAVALLE, Facolta di Economia ¢ Commercio
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ABSTRACT

The present paper deals with the following problem: given a tree with n vertices and a
dissimilarity d, i for each pair (i,j) of vertices, partition its set of vertices into p classes such that each
class induces a subtree and the split of the partition is maximized. Applications include paging of
hierarchical data bases and districting of a tree-like distribution or communication network. We

describe an O[na) greedy algorithm for finding an optimal partition.

KEYWORDS : separation, trees, greedy algorithm.



1. INTRODUZIONE

Lo scopo fondamentale della cluster snalysis é quello di classificare un insieme di oggetti in
sottoinsiemi, o clusters, seguendo due criteri antitetici: OMOGENEITA’ ( oggetti dello stesso gruppo
dovrebbero essere simili ) ¢ SEPARAZIONE ( oggetti di gruppi differenti dovrebbero essere dissimili
fra loro).

In queste articolo verrd trattate solo il secondo criterio. Si indichino gli n oggetti da classificare
con i numeri 1,2,....,n, cosi’ che 'insieme di oggetti sia immediatamente identificabile con l'insieme
standard V = {1,2,.....,n}. Si supponga che venga fornite un indice di dissimilarita dij per ogni coppia
{(1,i) di oggetti. Sia x = { C,,CQ,....,CP} un’arbitaria partizione di V in p sottoinsiemi (gruppi o clusters),
dove 1<p<n.

Una comune misura di separazione e il divaric (split) . Il divare di = viene definito come il

minimo indice di dissimilarita fra due oggetti appartenenti a clusters differenti :

l(i‘}:l:l:lln{dui(Ch,j(C*,h#l]. {13

Come hanno dimostrate Delattre ed Hansen (1980) , il ben noto algoritmeo del legame singolo da
luogo, per ciascun valore di p=1,2,......,n, ad una partizione in p classi con massimo divario. Dal punto
di vista pratico, perd, non tutte le partizioni possono essere considerate come "accettabili”. Per esempio
se gli oggetti fossero citta di una certa regione, verrebbe usualmente richiesto che ciascun gruppo sia
formato da cittd geograficamente contigue. Se ghi oggetti fossero “records” in un data base relazionale,
ciascun record dovrebbe essere relazionalmente accessibile da ciascun altro record dello stesso gruppo e
cosi’ via.

Situazioni di questo tipo possono essere trattate in mode naturale con modelli di questo tipo :
gli n oggetti da classificare vengono identificati come vertici di un grafo G , ¢ una pat‘tilziunc
x = { Cl,Cz,....,C?} dell'insieme 'V dei vertici di G wiene dichiarata smmissibile se, per ciascun
k=12 e P il sottografo  G(Cp) indotto da Cj ' connesso ( Per quanto riguarda la terminologia
dei grafi ci si riferisce a Cerasoli, Eugeni ¢ Protasi 1988). Per una rassegna sui metodi di clustering
vincolato si pud consultare Murtagh 1985,

Si indichi con T1,(G) Iinsieme di tutte le partizioni ammissibili di V. St cerca una Fell(G)

sale che



s(F) = max [s(x) : 'IIEHP(G}]. (2)

Data la partizione %ell,(G), uno spigolo di G ¢ chiamato interno (rispetto a ) se ¢ uno spigolo
di un qualsiasi sottografo G(C,) ; altrimenti lo spigolo ¢ chiamato esterno.

In questo lavero si considera il caso particolare in cui il grafo ¢ un albero T = (V,E). Questo
caso si presenta, ad esempio, allorché si abbia a che fare con un data base gerarchice, o con una rete di
distribuzione o di comunicazione ad albero ( gasdotto, rete locale, ecc.). Nel caso di un albero uma
partizione ammissibile é caratterizzata nel modo che segue: se si "tagliano” ( cioé si eliminano) p-1
spigoli scelti arbitrariamente, si ottiene una foresta con p componenti connesse CI,C,,,...,CP. Allora:
n={ C,C;,...,C;} ¢ una partizione ammissibile di V in p gruppi. Per contro, ciascuna partizione
'n‘EHp(T) puo essere ottenuta in questo modo. Invero ci sone esattamente p — 1 spigoli esterni rispetto a
« : tagliandoli si ottiene precisamente = . Esiste pertanto una corrispondenza biunivoca tra insiemi di
p — 1 spigoli e partizioni ammissibili di V in p clusters. S¢ X CE ed |X|=p—1, si indicherd con

Ty la corrispondente partizione ammissibile.

Nel paragrafo 2 viene descritto un algoritmo ghiotto (greedy) per trovare una partiziome
ﬂfHP(T] con divario massimo. La complessitd computazionale dell’algoritmo ¢ O(n®), dove n ¢ il

numero di vertici dell’albero T'.

2. ALGORITMO

Questo paragrafo @ dedicato alla descrizione di un algoritmo che, dato un atbere T=(V B} con n
vertici, una matrice di dissimilaritd simmetrica D, = {dij} ,eun intero p, 1<p<n,permetta di
calcolare una partizsione «eIlp(T) avente massimo divarie.

L’algoritmo consiste di tre fasi.

Nella fase 1 le N= (§) coppie (1), 1<i<j < n, vengono ordinate in modo tale che

Nella fase 2 a ciscuno spigolo ¢ assegnata una etichetta (detta rango dello spigolo) con la seguente

procedura in 5 passi:

Passo 1 : Si pone k=1e r=1;



Passo 2 : Si genera l'insieme E, degli spigoli del cammino (unico) su T con estremi iz e ji;

Passo 3 : Se tutti gli spigoli di Egsono dotati di etichetta si va al Passo 5; altrimenti si
assegna l'etichetta r a tutti gli spigoli di E; che ne sono sprovvisti ;

Passo 4 : Si incrementa r di una unita;

Passo 5 : Se tutti gli spigoli di T sono stati etichettati, FINE ; altrimenti si incrementa k di

una unita e si ritorna al Passo 2.

FINE

Nella fase 3 vengono eliminati i p—1 spigoli di T che hanno il rango piu elevato. La partizione
corrispondente risultera avere il massimo divario. Un esempio della intera procedura viene riportato nel
paragrafo 3.

Alla luce della fase 3 'algoritmo pud essere considerato ghiotto (greedy).

Allo scopo di implementare ii Passo 2 della fase 2 é conveniente rappresentare l'albero T come
un’arborescenza ( rooted tree- viene utilizzata la terminologia di Aho,Hoperoft e Ullman 1975). Come
radice dell’arborescenza viene scelto un vertice qualsivoglia di T. Ad eccezione della radice, ogni vertice i
ha un unico predecessore pred(i). Dunque ’arborescenza pud essere rappresentata mediante la funzione
pred(») ( indice dell predecessore). Usando I'indice del predecessore si pud trovare l'antenato comune
piti prossimo (deepest common ancestor) wy di i, e j; . Il cammino (unico) che connette iy a w, ¢la
concatenazione dei due cammini a ritroso (backpaths) daipa wyedaj, a w,.

Prima di dimostrare la correttezza dell’algoritmo sara utile introdurre alcune notazioni.
Per ogni r=1,2,....... sia p(r) ilpili piccolo indice k tale che esista almeno uno spigolo in E, con rango r.
Perogni XCE sia f(X) = s(ny) e sia r(X) il minimo rango di uno spigolo in X.

La dimostrazsione della correttezza dell’algoritme si basa sul seguente lemma.

lemma : Pertuttigi XCE si ha:

f(X)=4d (3)

Fp(r( X)) p(r(X))

Dimostrazione. Sia r=r(X) . Per definizione di p(r) esiste almeno uno spigelo con rango r lungo il
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cammino p che collega i vertici i ) © j pr) per di piu’, tutti gli spigoli con rango r devono
trovarsi sul cammino u per come ¢ definito il Passo 3. D’altra parte, f(X) ¢ il divario della partizione
ottenuto climinando tutti gli spigoli in X. Tra questi spigoli ce ne sarid almeno uno con range r

Poiche’ questo spigolo ¢ stato tagliato, i vertici i 2(r) e j 2r) apparterrano a clusters differenti. Di

conseguenza f(X) < 4. ;
") plr)
Supponiamo ora che f(X) < d. . . Esiste un indice h tale che f(X)=4d. .
'plrY otr) R ¥
Poiché 1a successione { d; i } s ¢ non decrescente, si deve avere h<p(r) .

Per definizione di p(r), tutti gli spigoli lungo il cammino E ), devono avere rango < r. Ma almeno uno
degli spigoli appartiene ad X, poiché i, e j; cadono in differenti clusters. Il rango di tale spigolo
dovrebbe essere strettamente minore di r=r(X) in contraddizione con quante precedentemente detto,

Riesce allora che

f(X) =d. i
b 'o(r(X)Y plr(X))

Teorema  L'algoritmo & corretto e la sua complessita ¢ dell'ordine di O(n?).

Dimostrazione Si noti dapprima che quando I'algoritmo termina tutti gli spigoli devono aver ricevuto
un’etichetta. Allo scopo di trovare una partizione 7 ¢ ﬁp(T) avente divario massimo, bisogna
massimizzare f(X) tra tuttigi X CE taliche | X [ =p—1. Percié si deve massimizzare r(X) tra
tutti gi XCE tali che | X | = p-1 ( questo segue dalla (3) e dal fatto che la successione
{ d,-p(r} jp{r] } o ¢ non decrescente ). Qﬁem é precisamente quello che fa I’algoritmo nella

fase 3. Conseguentemente 1'algoritmo ¢ corretto.

Passiamo ora ad analizzare la complessitd dell’algoritmo. Nella Fase 1, I'ordinamento degli N = ( g )
numeri d'-j-, 1<i<j<n, richiede O(naflog,n) confronti. La complessitd computazionale della Fase 2 ¢
O(n®) poiché la generazione dellinsieme E  nel Passo 2 richiede O(n) operazioni e bisigna generare al
pit |N|=O(n?) insiemi E;. Infine la Fase 3 richiede anch’essa O(n) confronti ( si veda Aho,Hopcroft
ed Ullman 1975). Quindi é possibile valutare globalmente la complessiti computazicnale dell’algoritme

che risulta O(n%).

69



3. UN ESEMPIO

Si consideri 'albero mostrate nella Fig. 1

0
[aT &l
Rl
7 \
o \
(10]
Fig.1 - Albera T,
Sia inoltre data la seguente matrice di dissimilaritd D, 4, :
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 15 23 12 45 68 90 13 24 37
2 15 U} 21 39 22 77 85 1 T1 45
3 <] 21 0 1 69 40 25 83 m 38
4 12 39 24 0 29 34 55 B6 19 28
5 46 22 69 29 0 36 8 59 47 66
& 68 7 40 3 36 0 20 50 18 b4
T 90 85 25 55 8 20 0 25 20 60
8 13 4 83 86 59 50 25 o 49 23
9 24 ! 27 19 47 18 20 49 0 15
10 T 45 8 2B 66 54 60 23 15 o
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In questo esempio si assumerd p=>5.

La dissimilarita piu’ piccola & dy g =14 Allora tutti gli spigoli lungo il cammine con estremi 2 ed 8, cioé

gli spigoli (2,3), (3,4),(4,8) avranno I'etichetta 1.

La dissimilarita successiva piu’ piccola é dy, = 8. Gl spigoli lungo il cammmino che ha come estremi &
e 7 sono (3,5), (3,4) e (4,7). Lo spigolo (3,4) & stato gid etichettato. Restano gli spigoli (3,5) e (4,7) che

riceveranno ’etichetta 2.

1l successivo piu’ piccolo indice di dissimilarita risulta 4, ,=12. Gli spigoli del cammino da 1 a 4 sono

(1,2),(2,3) e (3,4). L'unico senza etichetta ¢ lo spigolo (1,2) che prendera il valore 3.

1l successivo pin piccolo indice di dissimilarita risulta dl,s = 13 . Tutti gli spigoli lungoe il cammino da 1

ad 8 sono etichettati.
1 successivo piu’ piccole indice di dissimilaritd risulta dg o =15 . Gli spigeli lunge il camminoe da 9 a
10 sono (5,9),(3,56),(2,3) e (2,10). Gli spigoli senza etichetta sono (5,9) e (2,10) che prenderanno

1'etichetta 4.

Infine il pin’ piccolo indice di dissimilaritd risulta dg g = 18 . Gli spigoli lungo il cammino da 6 a 9 sono
(4,6),(3,4),(3,5) e (5,9). L’unico spigolo rimasto senza etichetta é (4,8) che prendera il valore 5.

A questo punto 1'algoritmo si interrompe poiché tutti gli spigoli sono stati etichettati.
1! numero poste accanto a ciascuno spigolo nella Fig.1 & il rango dello spigolo stesso.

I p—1 spigoli {(4=p — 1) di rango pid elevato sono (4,6) con rango b, (2,10) e (5,9) con rango 4, ¢ (1,2)

con rango 3.
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Tagliando questi quattro spigoli si ottiene la partizione mostrata nella Fig.2.

Fig.2 - Partizione in 5 gruppi .

Il divario di questa partizione ¢

d; , = 12, e nessuna partizione ammissibile pué avere
3

d. . =
ook . ‘p(3)’p(3)
ivario maggiore
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INTERSECTION PROBLEMS FOR STSs AND SQSs:
A SHORT SURVEY (¥)

Gaetano QUATTROCCHI
Dipartimento di Matematica - Universita di Catania
Viale A. Doria, 6 - 95125 Catania - Italy

Abstract. We give a brief survey of the latest results on the

block intersection problem for S(t,t+l,v) for t=2,3.

1. Definitions.

A t-design on v point is a pair (V,B) where V is a finice set
of size v (called the onden of the t-design) and B is a collection
of k-subsets of V (called &lacks) such that every t-subset of V is
contained in exactly X blocks of B. A t-design on v point is
called an SA(t,k,v). In the case X=1l, it is called a Steiner
system S(t,k,v}.

It is well-known that an S(2,3,v), or Pleinen tniple oayoslem
STS({v), exists if and only if v=1 or 3 (med &) and an S(3,4,v), or
Pteinen quadnuple oyoatem SQS(v), exists if and only if v=2 or 4
{med 6) [27].

k

In an S(t,k,v) (V,B), |[B| = [';] / [t

]. If (V,B) is

an STS(v) (SQS(v)) we will denote by tv - _Eiglll [ qv =

v(v-1)(v-2)
24

] the cardinality of B.

(*) Research supported by M.P.I.



A powllel class in an S(t,k,v) is a set of blocks that
between them contain every point of V exactly once. A Steiner
system is called nesaluable if one can partition its blocks into
parallel «classes. Such a partition 1is called a nescfution,
Clearly, the number of blocks in a parallel class must equal v/k,
and therefore k must divide v in any resolvable design. It is
well-known that not every design with k a divisor of v is
resolvable.

A resolvable S(2,3,v), called a Kinkman triple aystem KTS(v),
exists if and only if v=3 mod 6 [76].

Hartman [32] proved that the necessary condition for the
existence of a resolvable S(3,4,v) (i.e. v=4 or 8 (mod 12)) is
also sufficient with the possible exception of twenty-three values
of v.

Given an S(3,4,v) (V,B), if one chooses any point x€P and
deletes that point from the set P and from all blocks which
contain it then the resulting system (V(x),B(x)), where V(x)=V-{x}
and B(x)=(b"=b-{x}/beB and xeb}, will be an S(2,3,v-1). Such a
triple system is said to be denived from the quadruple system and
is called a deninved iriple ayoatem (DTS). It is easy to see that
there exists a DTS uf every possible order. However it is unknown
whether or not every triple system is a DTS. See [6,68] for
results on this topic.

A pantial system S(t,k,v) is a pair (P,C) where P is a finite
set of size n (called the order of the partial system) and C is a

collection of k-subsets of P (called &lacks) such that every
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t-subset of P is contained in ai masl one block of C.

Two partial systems (P,Cl) and (P,CZ) are said to be mutually
balanced if any given t-subset of P is contained in a block of Cl
if and only if it is contained in a block of Cz' Two mutually
balanced partial systems are disjoint if they have no block in
common.

A partial system (P,C) is maaximal if there is no partial
system (P,C’) with CcC’ .

A maximum partial asystem is a maximal partial system with a
maximum number of blocks.

A partial system with t=2 and k=3 (t=3 and k=4) is called a
pantial thiple ayatem (pantial quadnuple syotem) .

The interested reader should consult the books [1,3,81]
concerning design theory and [17,45]I for more detailed results on

Steiner systems.

2. The block intersection problem for STS and SQS.

Two Steiner systems (V,Bl) and (V,Bz) are said to intenaect
in k blocka provided |BlnBz|=k. If k=0, (V,Bi) and (V'Bz) are said
to be diajaint, and if |B1r‘le|—l they are said to be almaot
diajaint. The existence of a pair of disjoint §(2,3,v)s of every
order vz7 has been shown by Doyen in [7]. Teirlinck [80] proved
that if (Vl,Bl) and (vz'Bz) are any two 5(2,3,v)s, vz7, and if V is
any v-set, then there exist two disjoint $(2,3,v)s (V,B’l), (V,B'z)
such that (Vl,Bl)ﬂ(V,B’l) and (Vz,Bz)ﬂ(V,B’Z). Lindner [37,38]

proved that there exists for every order v=3 a pair of almost
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disjoint S(2,3,v)s. In [43] the existence of large sets of
mutually almost disjoint S(2,3,v)s is considered. A large set of

S(2,3,v)s is a set {(V,Bi)/iEI} of S$(2,3,v)s such that U B{-[ g ],
iel

the set of all 3-subsets of V.,

Etzion and Hartman have proved the existence of a pair of
disjoint S(3,4,v)s for every admissible v=8.

It is possible to consider the above results as particular
cases of the following &lack interwection pnoblem fon Pleinen
ayoatema: For every admissible v determine the set J(v) of all
integers k such that there exists a pair of S(t,t+l,v) intersec-
ting in k blocks.

For t=2 the set J(v) is completely determined [42]. More pre-
cisely, if I(v)-{O.l,...,tv-G} U {tv—a, ti-v(v~l)/6}, it is
J(y=T(v) for every =wv=1,3 (mod 6)=13, J(M=(L), J{(NN=10,1,3.7YV,
and J(9)={0,1,2,3,4,6,12}.

Many authors have studied the intersection problem for Steiner
quadruple systems. The following results are known: Let I(v) =

(0,1,2,..., q-14) u{qv-lz, q,-8.q, - Eifll%éilgl }, amil. frdl B

Then;
(1) J(6)=1, J(2%) = I(2") for every n=3 [19,12,22,51].
(2) J(10)={0,2,4,6,8,12,14,30} [35]), and
J(5:2") = I(5+2") for every n=2 [13,16,22,51].
(3) J(14)2I(14)-{48,50,52,57,58,60,62,63...,,79,83) [54]; 76,77,
79,83¢J(14) [21]; and J(7-2") = I(7-2") for every n=2 [50,51].

(4) J(v)=I(v) for every v=4,8 (mod 12) [52] (and independently
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(10]).

The proof techniques of the above results use well-known
constructions of 8(3,4,2v). Very interesting constructions for
5(3,4,v)s are known [27,29,30,31,36].

Recently a mnew construction (hextupling construction) for

S(3,4,v)s is given in [25]. Applying the hextupling construction

to the intersection problem, Colbourn and Hartman [33]: can show

ICV)-{O. (V'2)év'lh) -1} CJ(v) for v=2 (mod 12)=38 and
I(V)-{O,..', —LE;%QL— -l} cJ(v) for wv=10 (mod 12)z=46.
At last in a remarkable paper , Hartman and Yehudai [33A]

complete the determination of the sets of possible intersection
sizes for Steiner quadruple systems of all admissible orders v
except possibly v=14,16.

Let (V,Bl} and (V,Bé) be two Steiner systems such that

BlnBz-Brﬁ. If X= U b, then (x,Bl-B) and (X,Bz-B) are two
bEBl—B

disjoint and mutually balanced (DMB) partial systems. If there
does not exist a pair of DMB partial systems with k blocks, then
k@I (v).

As a consequence, many papers [11,14,15,18,22,23,24,46,47,48,49]
have studied the existence of DMB partial systems.

If JR(V) denotes the set of all integers k such that there
exists a pair of Kirkman triple systems intersecting in k blocks
then O,IEJR(v) for every admissible v23 [26,80] (see also [77])

and I(v)-{t -13, € -7, t-4)c) (v) for v=3""1 5.3 7.3"  (n=2)
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[53].

To determine JR(V) for the other wvalues of v is an open
problem.

Since it is unknown whether or not every triple system 1is a
DTS [68], the following question is of interest: Do the intersec-
tion problems for DTSs and for S(2,3,v)s have the same solution?
The answer is yes for every admissible v<15 [6] and for every
v=3,7 (mod 12) [73]; but it is an open problem for wv=1,9 (mod

12), v=21.

Given an integer k such that Oskstv let us denote by D(v,k)
the maximum number of STS(v)s that can be constructed on a v-set
in such a way that any two of them have exactly k blocks in
common, these k blocks being moreover in each of the D(v,k)
systems. In [7] Doyen posed the problem of determining D(wv,k),
Clearly D(v,k)=2 for every keJ(v). For k=0, D(v,0) denotes the
maximum number of pairwise disjoint S(2,3,v)s. Then D(v,0)<v-2.
If the equality sign holds, the v-2 Steiner triple systems form a
ange oet af diajaint S(2,3,v)s. Clearly D(7,0)=2. Many papers
have studied the parameter D(v,0) [77]. The best results on this
topic are due to Lu Jia-Xi [55] who has shown D(v,0)=v-2 for all
admissible v with the possible exception of wv=141,283,506,789,
1051,2365. However Teirlinck writes in [80A] that Lu [55A] has
completed these cases, so that D(v,0)=v-2 for all admissible v=9,

In [59,61,62,63,70,71] the following values of the parameter

ID(v,k) are determined:
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(1) If m=6 and v=9,13; or m=7 and v27; or m=8,9,11 and v=13,15;
or m=12 and v=13; D(v,tv-m)-Z.

(2) If m=6 and v213; or m=9 and vz9 v=13,15; or m=10 and v=19;
or m=11 and v29 wv»13,15; or m=12 and v=15; or m=13 and v=15; or
m=14 and v=13,15,19; D(v,tv-m)-B.

(3) If m=8 and v=9 v»13,15 or m=14 and v=21, D(v,t -m)=4.
v

(4) D(v,tv-m)£2l3m/[{l+ll+24m\/2lJ: so that D(v,tvft")-D(w,O)

for any admissible w such that v>2w+l. Therefore from [55,55A] it
follows that D(v,tv-t')-w-Z for w=9,

It is possible to define the parameter D(v,k) for Steiner qua-
druple systems. For k=0 the following results are known: D(2v,0)zv
[39], D(4v,0)23v [38], D(2:5",0)=5" [67], D(2n,0)>n where n=l
or 5 (mod 6) [69], D(2%n,0)=(2"-1)n if k=2 and there exists a set
of 3n pairwise disjoint Steiner quadruple systems of order 4n with

a certain structure [9A]. For k>0 it is proved in [20] that:

2
(1) n[v,qv - g;.z) > ; - 1 for every v=4,8 (mod 12).

(2) For every keN, k=2, let w=min(AeN/A=4k, A=2,4 (mod 6)). It
follows that D(Zw,qz'-k2(2k-1))22k-1 and D(2v.q*—k2(2k-l)32k-l,
for vaw, v=2,4 (mod 6).

n+2

(3) D(v,q -8)=D(v,q -14)=D(v,q -15)=2 for every v=2", 5.2°,

742" and n=2.

The block intersection problem can be generalized in the

following way: Determine the sets J"(v) (J"(v)) of all integers k
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such that there exists a collection of m (=2) Steiner systems
mutually intersecting in k blocks (in the same set of k blocks).
Clearly jz(v)-dz(v)-J(v) and Jm(v};jm(v)CJ(v). Let Ia(v)=
lO,l,...,tk-S]U{tv-G, tv}. The following results are proved
in [64]: J°(v)=1(v) for every wv=1,3 (mod 6) vz19, J(1)={1,7),
3°(9)=10,1,3,4,12), I°(13)=I, -(14,...,18,20) and 3*(15)=1; - (24,
.,27)}. 1 am not aware of any further results in this direction.
Let (V,Bl) and (V,Bz) be two S(t,t+l,v) such that IB1nBz|-k'
Clearly (V,Bluﬁz) is an Sz(t,t+l,v) having exactly k repeated
blocks. Therefore the solution of the intersection problem proves

the existence of Sl(t,t+l,v) (at least for certain values of v),

with repeated blocks. See [4,61,65,72,78].

3. Steiner systems Intersecting in a set with additional proper-
ties.

Let (V,Blj and (V,Bz) be two S(t,t+l,v)s intersecting in
exactly k blocks. One could require, as is done in [34], that
BlnBz contains an opportunely defined block set F and that
h=|F|+k. |

The flowen [34] or otan at a point x of a Steiner system is
the set of all blocks containing x. The {ower intersectian
problem for Steiner systems 1is the determination for each
admissible v of the set JF(v) of all integers k such that there
exists a pair of Steiner systems (V,Bl) and (V,BZ) of order v

such that |B1nB2i-|F|+k, where F is the flower of a point x€V. The

following results are proved:
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(1) Case t=2 (v=1,3 (mod 6)). Let IF(V)-{O,l,...,f;-E] U {fv-&,

£ - _(v-1)(v-3)
v 6

}. Then J° (3)=I (3)=(0}, JF{?)-IF(?)-{G,al,

JF(Q}-IF(Q)-ll,h}, and.JF(v)-IF(v) for every vzl3 [34].

(2) Case t=3 (v=2,4 (mod 6)). Let IF(V)-{O,I,...,fv-lﬁ]u{fv~12,

(v-1)(v-2)(v-4)
24

£-8, £~ } Then J"(4)=(0), J'(8)=(7),
JF(10)=(0,18), I7(16)-(16)cI (16) (16€l (16) is an open problem),
and JT(v) = I(v) for every vm4,8 (mod 12), v=20 [66,73].

We remark that the solution of the flower intersection problem
gives a solution of the block intersection problem for other
incidence structures. For example let (V,B) be a triple system and
write B=FUuA where F is the flower at the point x&eV. Let X-V-(x}
and G-({a,b | (a,b,x}eF). Then (X,G,A) is a group dinviaible design
(GDD) with group size 2 and block size 3, and (X,B-F) is a maximum
partial system (MPT) of order v=0,2 (mod 6).

In these terms the flower intersection problem becomes the
intersection problem for GDDs with group size 2 and block size 3.
Moreover we can see the same flower intersection problem as the
intersection problem for MPTs of order v=0,2 (mod 6).

These problems are completely solved in (2] and [74]

respectively. Also the flower intersection problem for MPTs of order

v=5 (mod 6) is solved in [74].

Lo Faro and Marino [54A,56] determine those pairs (k,v) v=4 or

8 (mod 12) (with some possible exception for v=20,28) for which
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there exists a pair of Steiner quadruple systems on the same v-
set, the quadruples in one system containing two particular dis-
tinct points are the same as those in the other system containing
that pair of points, and the two systems have otherwise exactly k

triples in common.

A slightly different intersection problem was posed by Micale
[58]: Determine the set Ju(v) of all integers k such that there
exists a pair of S5(3,4,v)s having exactly k pairwise disjoint
blocks in common.

Let Io(v)— { 0,1,..., [ -:— j} [l %‘ } denotes the maximum

integer =< % ], v=2 4 (mod 6). It is known [35] that JD(IO)-{D}.
In [58] it is proved that Jn(v) - —Io(v) for every v=m+2" with n>2
and m=4,5,7; J_(4)=1, J_(8)=(0,2) and {0,1,2)cJ (14)<(0,1,2,3).

In [75] it is proved that Jn(v)-lo(v) for every v=4,8 (mod

12}, wv=l6.
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BLOKING SETS IN FINITE PLANES AND SPACES

Tamas SZONYI
Department of Computer Science, Eotvos University
H-1088, Budapest, Muzeum krt. 6.-8., Hungary

Abstract. We survey constructive and probabilistic results about the
existence of blocking sets in higher dimensional spaces, blocking sets having
few collinear points, and blocking sets in inversive planes.

1. Introduction

Blocking sets of projective planes were first introduced by di Paola in the sixties,
and have been studied intensively since then. Let II(¢) be a projective plane of or-
der q. A subset S of Il(q) is called a blocking set if S meets every line but contains
no line. Using the same definition the notion of blocking set was extended to affine
and projective spaces (see Mazzocca-Tallini [MT], Tallini [T]). Of course one can for-
mulate the same condition in even more general structures such as hypergraphs and,
surprisingly, blocking sets in hypergraphs and hypergraphs containing no blocking sets
were studied by Erdés and others already at the beginning of sixties. They called a
hypergraph having property B (after Bernstein) if there is a 2-colouring of the points
without monochromatic edge. (Obviously any colour class in such a 2-colouring is just
a blocking set in the hypergraph.) Today the name £-colourable is more common (and
clearer) for these hypergraphs.

The aim of this short survey paper is to collect some interesting problems about
blocking sets where the more general method gives stronger results than the explicit
geometric constructions. For example, we tried to collect some easy applications of
the probabilistic method and Lovasz’ bound concerning the ratio of the fractional and
integral cover, as well as various refinements of Lovasz’ bound.

We concentrate only on the following problems: the existence problem of blocking
sets in higher dimensional spaces, the existence of a blocking set having only few points
on a line, and blocking sets in inversive planes. We survey the best results obtained by
geometric constructions, and also the more general results for hypergraphs which are
relevant. The main references about probabilistic results are the books Erdos-Spencer
[ES], Spencer [S1] and Lovasz {LL2].



This paper contains almost no new results, but some illustrative proofs are included.
We hope that these results about hypergraphs are also interesting for geometers and
can also orientate some future research.

I would like to end this introduction with my special thanks to Laszlé Lovasz,
Jézsef Beck, Endre Boros and Zoltdn Fiiredi. I learnt the application of proba-
bilistic methods in combinatorics (e.g. the use of Chernoff’s inequality) from them.

2. Notation and preliminaries

Throughout the paper we use standard terminology ([F]). However as this survey is
written to finite geometers, I would like to recall the terminology relevant to hypergraphs
and probability theory. There are two technical comments on the notation, log denotes
logarithm of base 2, and the end of the proof (or the absence of a proof) is marked by

Definition 2.1. A kypergraph H is a pair (V(H), E(H)), where E(H) is a set of certain
subsets of V(H). We call the element of V(H) poinis, while the elements of E(H) edges.
(So our definition does not allow repeated edges.) The degree of a point P € E(H) is
just the number of edges that contain P. A hypergraph H is said to be regular (or:
d-regular) if each point has the same degree d. More generally, if A C V(H) then deg(A)
is the number of edges containing 4. H is uniform (or: r-uniform) if every element of
E(H) has the same cardinality r. So, using the design theory terminology, a regular
uniform hypergraph is just a 1-design.

So, for example the set of lines of a projective plane of order ¢ form a hypergraph
on g* + ¢ + 1 points, which is ¢ + 1-regular and ¢ + 1-uniform. The set of lines of a
space of three dimensions is still a ¢ + 1-uniform hypergraph, but the degree of a point
is g2 + ¢ + 1, and the number of points is ¢® + ¢* + ¢ + 1.

Definition 2.2. The covering number of the hypergraph H is the minimum cardinality
of points that intersect every edge of H, and is denoted by 7(H).

For example, for any projective plane of order ¢, 7 = ¢ + 1 as it is easy to see that
less than ¢ + 1 points cannot block every line, and a line is a set of ¢ + 1 points which
intersects every line. Therefore this definition is not the same as the definition of a
blocking set since our pointset might contain a line (sometimes the geometers call such
a set an intersection set).

Definition 2.3. Let ¢ : V(H) — R* be a mapping. If

Y #(P)=1, forall E e E(H),
PeEE
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then we call ¢ a fractional covering of H. The value

min Y, #P)=1"

PeV(H)

is called the fractional covering number of H, where the minimum is taken over all
fractional coverings.

For example, in case of regular and uniform hypergraphs, * can easily be computed.
It is not difficult to see that for a d-regular hypergraph,

|E(H)|/d < *.

On the other hand, * < |[V(H)|/r for r-uniform hypergraphs, as the mapping in which
every point has weight 1/r is obviously a fractional covering. Counting incident point-
hyperedge pairs yields

V(H)|-d = |E(H)|r

(which is just the standard equality for 1-designs), from which we immediately get
™ = |V(H)|/r = |E(H)|/d
for d-regular r-uniform hypergraphs. For more details the reader is referred to [F, p.150].

A set that intersects every edge corresponds to a 0 — 1 fractional covering, so we
get immediately that 7* < r. On the other hand the difference between r and 7* is not
too big as was proved by Lovasz [LL1] (see also [LL2, 13.30]).

Theorem 2.4. (Lovész) If d denotes the maximum degree of the hypergraph H then
r(H) < (1 + log d)r*(¥).
|

Actually, this theorem was probably known before Lovasz’ paper, but he gave a
greedy algorithm which produces intersection sets. The algorithm is the following: let
us take first a point having maximum degree. This intersects some edges. Delete these
edges and we get a hypergraph having fewer edges. Choose a point having maximum
degree in this smaller hypergraph and iterate this process. We always end up with
an intersection set. For example in case of a projective plane the first two points are
arbitrary but the third is on the line determined by the first two. Then we always choose
points of this line, so in the end we get a line which is an intersection set indeed. So in
case of projective planes Lovasz’ greedy cover algorithm gives the best possible value.

Let us also include a very simple graph-version of this theorem.

Theorem 2.4°. Let G be a bipartite graph with bipartition V(G) = L UU. Suppose
that the degree of every point of L is at least d. Then we can find a set B of at most
(lU|log|L|)/d points of U such that each point of L is joined to at least one point of
BcU. |
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For every point z € L let
N(z)={yeU : zy is an edge in G }

be the set of neighbours of z. Let M be the hypergraph with V(H) = U, E(H) =
{N(z) : € L}. Of course we keep the repeated edges (which correspond to points
with N(z) = N(y)) only once. Obviously the mapping ¢(u) = 1/d u € U is a fractional
covering, so 7* < |U|/d. Since the maximum degree of H is less than |L|, Theorem 2.4
gives this graph-version indeed.

There are other estimates on the ratio 7/7*, here we recall two of them. The first
one was proved by Frankl and Rédl [FR] using the proof technique called the Rodl
nibble (for an informal description see [S2]). This technique was originally used to show
the existence of hypergraphs which are nearly designs. The result of [FR] says that
sometimes the log-factor can be omitted from Theorem 2.4. Namely let our hypergraph
be d-regular for some fixed d (having m vertices and n hyperedges), and suppose that it
is almost uniform, i.e. each hyperedge has asymptotically R = R(n) points. (Here R(n)
tends to infinity.) Moreover suppose that every two hyperedges intersect in only o R)
points. Then there is an intersection set consisting of ~ n/d points, which is obviously
best possible. More precisely (with ¢’s and §’s) they proved the following fundamental
result.

Theorem 2.5. ([FR]) Suppose ¢ > 0 is arbitrary, H is a d-regular hypergraph with a
fixed d, |E(H)| = n, a > 3 is a real number. There exists a § = §(¢) > 0 such that if for
some D one has (1 —6)D < |A| < (14 6)D for all A € V(H) and |ANB| < D/(logn)*
for all A # B € V('H), then for all n > ny(é),

r(H) < n(1+¢)/d holds.

Of course this seems to be much better in geometric applications than Lovdsz’
original result, since the intersection condition of Theorem 2.5 is quite natural in case of
geometric problems (at least if the number of blocks is not exponential in D). However,
the price is that the point-degrees are constant, which is quite restrictive in geometric
problems. The (logn)®-factor in the intersection condition was eliminated by Pippenger
and Spencer [PS], who strengthened and generalized the methods of Frank]l and Radl.
As the affine plane AG(2,q) satisfies all the conditions of Theorem 2.8 except that
d = ¢+ 1 is not a constant, we see that some condition on the order of magnitude of d
(compared to n) is indeed necessary.

The second refinement on Lovasz’ bound on 7/7* uses the notion of VC-dimension.
The Vapnik-Chervonenkis dimension (or VC-dimension, for short) of a hypergraph
H = (V(H), E(H)) is the maximum size of a subset A C V() with the property that
every B C A is a “trace” of an element of E(H) on A, i.e. there exists an Eg € E(H)
with Eg N A = B. For example if we take the lines of a projective space PG(n,q)
(n 2 2), then A itself is a trace, i.e. A is contained in a line r. Obviously, |A| < 2 as the

96



other lines intersect r in at most 1 point. Therefore the VC-dimension of this design is
2. Similarly, the VC-dimension of the design of hyperplanes of PG(n,¢) is n (and the
points of a good A form a basis in a hyperplane).

A remarkable fact is that the number of edges in a hypergraph of small VC-
dimension is polynomial in |V(H)|. Because of its importance, the theorem was re-
discovered several times (by Sauer, Perles, Shelah, Vapnik—Chervonenkis). For the sake
of simplicity we just refer to a recent survey [FP)], where some proofs and all the refer-
ences can be found.

Theorem 2.6. For any hypergraph with |V(#)| = n and VC-dimension d,

w01 < (3)+ (5) +-+ (3)

Now let us see some theorems which relate the VC-dimension of H with the ratio
*(H)/T(H). Again we only state the first and then the best result, other results and
applications can be found in [FP].

Theorem 2.7. (Haussler, Welzl [HW]) Let H be a hypergraph with VC-dimension d
all of whose edges are of size at most ¢|V(H)| for some fixed 0 < & < 1. Then

H)<[-—-—log— .

Theorem 2.8. (Komlés, Pach and Woeginger (KPW]) For any hypergraph M with
VC-dimension d we have

r(H) < dr*(H)(log *(H) + 2loglog 7*(H) + 3),
provided that 7*() is sufficiently large.

We do not mention here the other important parameters of a hypergraph and their
connections (including many other results in the spirit of Theorems 2.4-2.8), but the
reader is referred to the excellent survey [F] by Fiiredi.

From probability theory only basic facts are used (see Rényi [Ré]). The probability
of the event A will be denoted by Prob(A), the expectation and variance of a random
variable ¢ will be denoted by E(¢) and D(&) respectively. The following lemma of
Chernoff, which is an improvement on Chebytcheff’s famous inequality for a particular
class of random variables, plays a crucial role in various probabilistic results.
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Theorem 2.9. (Chernoff) Let &; (1 = 1,...n) be independent (discrete) random vari-
ables with Prob(§; = 1) =p, Prob(§i =0)=1-p(i=1,...n). Let n=56+... + &
(which is a random variable having binomial distribution). Then

Prob(lr] - E@m)|2z- D(n)) £ e"p(_Tzz)

for every z = 0.

Actually, the proof of 2.9 is quite easy, one applies Chebytcheff's inequality for the
random variable { = exp(§; + ... + £,). (Of course exp(z) denotes e*.)

3. Blocking sets in higher dimensional spaces

The fundamental question about blocking sets in higher dimensions is that of ex-
istence. Roughly speaking the results tell us that there are no blocking sets if the
dimension is large compared to the order, but there do exist blocking sets if the dimen-
sion 1s small enough. For example if ¢ = 2 then there are no blocking sets in the plane,
i.e. in PG(2,2), but for ¢ > 2 there are blocking sets in any projective plane of order g.

Using a geometric version of Ramsey’s theorem due to Graham, Leeb, and Roth-
schild [GLR], Mazzocca and Tallini [MT] proved the following non-existence result.

Theorem 3.1. There exist h, = hq(q) (and hy, = h,(g)) such that there are no blocking
sets in AG(h,q) (or in PG(h,q)) for h > h, (or h > h,).

(See also 14.23. of (LL2].) Mazzocca and Tallini also studied the relation between
ha and hp. Unfortunately, these h’s are very big compared to q.

On the other hand, when the dimension is small blocking sets exist. First let us
summarize the known constructions, then we will see that the probabilistic argument
gives a much better bound for the dimension h,. As we mentioned earlier, in PG(2,q)
blocking sets exist, when ¢ > 2. In PG(3,q), Rajola [R] showed that blocking sets
exist for ¢ > 4. For ¢ = 2,3 there are no blocking sets in PG(3,¢). The case ¢ = 4 is
still open, partial results can be found in Metsch [M]. Using a recursive construction,
Beutelspacher and Eugeni [BE] showed that for ¢ > 2* there do exist blocking sets in
AG(h,q). In PG(3, ¢) Blokhuis and Fisher (private communication) gave the following
example. Consider AG(3,¢) as GF(¢*) and let S be the set of squares in GF(g*). Then
S, regarded as a point set of AG(3,q) is a blocking set for ¢ > 5. (So this is another
proof of Rajola’s result.) Hirschfeld and Szényi [HSz] generalized this example and
improved the bound 2* < g to k2 -1 < gq.

Ou the other hand, using probabilistic arguments much more is known for more
general structures.
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Theorem 3.2. (Erdés-Hajnal, [EH|) Let H = (V(H), E(H)) be an n-uniform hyper-
graph with |E(H)| < 2"~!. Then there is a subset B ¢ V(H) which intersects every
edge, but contains no edge; in other words H is 2-colourable.

Sketch of the proof. List the edges, let E(H) = {E,,..., E,}. Colour the points with
two colours at random, independently of each other and with probability 1/2. If A;
denoctes the event that E; is monochromatic, then it is easy to see that Prob(A;) =
2—m+1 S the probability of having a monochromatic edge is

Prob(A + ... Am) < 3 Prob(A) = 7 <1.

i=]

For the details we refer to [ES, p.19], [S1, p. 8] or [LL, 13.41.].

Using the geometric language this is a theorem about the existence of blocking sets.
Although this result is quite good it can be improved. In general, Beck [Be] proved that
every hypergraph on n points and with m edges has a blocking set if m < 2"~ 1n!/3-¢,
Beck’s proof uses a very clever refinement of the probabilistic method, the “deletion
method”. Roughly speaking, one takes a random configuration and proves that it is
bad in only a few places. Then these bad spots can be deleted and after this “small
modification” the object has the desired property. More details on applications of the
deletion method can be found in [S1, Lecture 2]. On the other hand this result is
basically sharp as there are hypergraphs with m edges having no blocking sets, where
m = cn? - 2" (see [LL2, 13.42.]).

For the particular case when the edges of the hypergraph are either disjoint or have
exactly one point in common, Erdés and Lovész [EL] proved the following theorem.

Theorem 3.3. (Erdds-Lovasz) Let H be an r-uniform hypergraph having n points and
m edges and suppose that two edges have at most one point in common. Then

(a) If n <27 *, then there is a blocking set in H (in other words, H is 2-colorable).
(b) If m < 47*/r?, then there is a blocking set in H.

(See also [LL2, 13.44].) This theorem is essentially sharp, as Erdés and Lovész [EL]
proved that there do exist r-uniform hypergraphs with m < cr4"™ hyperedges, which
are not 2-colourable and any two edges intersect in at most 1 point.

The proof of (b) is based on the same idea as the proof of Theorem 3.2. The
cornerstone is the following probabilistic lemma, which is now called “Lovasz’ local
lemma”.

Theorem 3.4. (Lovasz’ local lemma) Let G be a (finite) graph with maximum degree d
and vertices vy,...,v,. Let us associate an event A; with v; (: = 1,...,n) and suppose
that A; is independent of the set

{45 : (vi,v)) € E(G)}.
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Also suppose Prob(A;) < 1/(4d). Then
Prob(Ay -...- Ay) > 0.
|

(In the proof of Theorem 3.3 the vertices of G are the hyperedges of H and A; is
the event that the hyperedge is monochromatic.)

Theorem 3.4 is a sieve method improving on the usual counting sieve if there is
much independence among the events A;, ..., An. The common feature of Lovész’ local
lemma and the deletion method is that they help us in finding (or at least in proving the
existence of ) rare points, i.e. it works even when the set of good points is very small.
We saw another similar method, the Rodl nibble, in Section 2. An asymmetric version
and various applications of the local lemma can be found in [S1, Lecture 8].

Let us see what Theorem 3.3 gives us for projective spaces. In PG(n,g) we have
roughly ¢" points, ¢*~? lines. So as long as ¢*"~% < 4974 /¢* blocking sets exist. Taking
logarithms of base 2 on both sides we get

(2n — 2)log ¢ < 2(q —4) — 3logg,

T_ : - % there do exist blocking sets in PG(n,¢), and this bound is much

OE q
better than the bounds obtained from the various constructions.

Let us make some “philosophical” comments on the fact that the construction
is much worse than the probabilistic method. The reason is that the constructions
want to produce “regular” blocking sets. For example, the blocking sets in [HSz] have
the property that every line intersects them in roughly ¢/2 points, at least when the
dimension is small compared to ¢. (Other constructions produce blocking sets which are
not regular in this sense but e.g. they contain ¢ points on a line etc.) This procedure
can be simulated using random selection. If one chooses each point independently with
probability 1/2, then what we get is a blocking set having roughly ¢/2 points on each
line. This selection works if the dimension n < ,/g/2, which can be seen using Chernoff’s
inequality. So the essential difference is that in the proof of Theorem 3.2 every subset
was taken into account, i.e. they had a chance of being chosen, while the constructions
choose among “regular” or extremely irregular subsets.

so for n <

4. Blocking sets with small line intersections

In this chapter we are dealing with blocking sets whose intersection with each line
contains a limited number of points. We say that a projective plane = has property
B(c) if there is a blocking set S whose intersection with each line of 7 contains less
than ¢ points. For a blocking set B, ¢(B) denotes the maximum number of collinear
points of B. Before the results let us mention that the obvious examples of blocking

100



sets (Baer-subplanes, unitals, and blocking sets contained in the union of three lines)
are very bad regarding ¢(B), i.e. ¢(B) = ,/g+1 or ¢(B) > (¢ + 1)/2 in these cases.

Erdos has asked whether there exists an absolute constant ¢ such that every pro-
jective plane has property B(c). Instead of a constant ¢, Erdos, Silverman, and Stein
[ESS] proved the following result.

Theorem 4.1. (Erdés-Silverman-Stein) Every projective plane of order n has property
B(clogn), if n is sufficiently large and ¢ > 2e.

Sketch of the proof. (I learnt the idea of this proof from Zoltan Fiiredi. We will only
concentrate on showing the existence of a blocking set B with ¢(B) < clogn, but not on
the best value of c.) Let us denote the number of points (as usual) by v, the number of
blocks by b, and the size of a line by k. Let us select the points independently at random
with probability p = (Clog k)/k. Then first of all the expected number of points will be
p-v~ (C-vlogk)/k. Then list all the lines (blocks) Ly,..., L and concentrate on one
line L, say. Let the points of L; be Py,..., P;. Because of the independent selection
to each point P; (i = 1,...,k) there corresponds a random 0 — 1-variable £; which takes
the value 1 iff the point is selected, and these independent random variables satisfy
the conditions of Theorem 2.9 (Chernoff’s inequality) with p = (Clogk)/k. Then the
value of 7y = & + ... + & is just the number of points selected on the line L. As
m has binomial distribution its expected value E(n;) = kp = Clogk, its variance is

D(m) = +/kp(1 — p) </ Clog k. So Chernoff’s inequality gives (for z > 0) that

P"Ob(hh —EMm)|2z- D(’h)) 5 CXP(_T::Q)-

We are going to apply this for z = ¢*y/logk, where the new constant ¢* < C. This
is good a choice because then zD(#,) is less than E(n,). Therefore we will certainly
bound using the previous inequality the probability that no points or more than 2C log k
points of L; are selected. The actual bound is at most

exp((~2%)/2) = exp(((~c*?)/2) log k) = k=<1,

One can do this similarly for each line L;. If B denotes the set of chosen points then
|B N L;| = n; and therefore

Prob(|B NL;j| <(C—c")ogk, or |[BNLj|>C"log k) < p=")/)

Using the obvious bound for the probability of the sum of events we get immediately
that

Prob(ﬂi BN L;| < (C —c*)logk, or |BNLi| >C + c")logk) < b=/,

In our case b < k? so if ¢* > 2 then this probability is strictly less than 1, which means
that there exists a B for which

(C=2)logk <|BNL;| <(C+2)logk, Vi=1,...,b
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The only thing we needed was C > ¢*, i.e. for C > 4 one can choose a ¢* for which this
proof works. (]

First of all remark that in [ESS] the value of the constant is better. Our second
remark is that the same computation can be done if we find a constant r so that k" > b,
which shows that blocking sets with small line intersections do exist in more general
block designs. (Actually from this proof one gets 4rlog k as an upper bound for the
number of points lying on one block.) Finally let us remark that Abbott and Liu [AL]
improved this result for the special case of Galois planes PG(2,q), ¢ is an odd prime
power, and proved that the condition on ¢ may be replaced by ¢ > 2/log 2.

On the other hand, Ughi [U] proved that in PG(2,q), ¢ odd, from the union of ¢
conics one can never get a blocking set, where ¢ is a constant and ¢ is large enough
compared to ¢. Let us remark here that Ughi also proved that there are clog ¢ suitably
chosen conics that form a blocking sets. This is clear from Theorem 2.4’ if we apply
it for the following bipartite graph: points of the “upper” level U are the irreducible
conics, points of the “lower” level L are the lines of PG(2,¢), a conic and a line being
adjacent exactly when they are not disjoint. Here there are roughly ¢? points of the
lower and ¢° of the upper level, while the degree of points of L is at least roughly
(¢° — ¢*)/2 (roughly half of the conics intersect a given line in two points over GF(q)).
Now Theorem 2.4’ shows that one can choose at most 2log(¢? + ¢ + 1) conics such that
they intersect each line. (Actually Ughi’s proof was based on a counting argument and
was essentially the same as this.)

For particular classes of planes there are constructions showing the existence of
blocking sets having at most 4 points on a line.

Theorem 4.2. (Bruen-Fisher, [BF]) PG(2,3") has property B(5). 1

This result was generalized by Boros [Bo], who proved that in the plane PG(2,p"),
p > 2 prime, there is a blocking set S of size 2p” having not more than p+ 1 points on a
line. In other words, the plane PG(2,p"), p > 2 has property B(p + 2). Let us remark
that Theorem 4.2 is better than Theorem 4.1 only if r is very big compared to p.

Theorem 4.3. (Illés-Sz6nyi-Wettl, (ISzW]) The plane PG(2,2") has property B(6) if
r is even, and B(7) if r is odd. ]

In the case r is even the proof is similar to the constructions of Bruen-Fisher and
Boros, while in the case r odd we proved that the union of three suitably chosen conics
form a blocking set. This also shows that in the result of Ughi the condition ¢ odd was
necessary indeed.
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5. Blocking sets in inversive planes

Of course blocking sets can be studied in various geometric structures. In case of
projective and affine planes we know something about blocking sets. A natural next step
would be to study blocking sets in an inversive plane as these are one-point extensions
of affine planes. As usual we will concentrate on classical (i.e. Miquelian) inversive
planes. Let M(q) be such an inversive plane of order ¢ and B be a blocking set (or
better: intersection set) in M(g). As M(q) is a 3-design on ¢? + 1 points, it is a ¢ + 1-
uniform, ¢ + g-regular hypergraph, so by the remark after DEfinition 2.3 we get that
r* = (¢® + 1)/(g + 1), which also yields a lower bound for the value of r. This general
bound on T can be improved.

Take a point P ¢ B and form the point-residual of M(q) with respect to P. This
is the desarguesian affine plane AG(2,q), and B has to block all the lines of AG(2, g).
Then by a result of Jamison [J] and Brouwer-Schrijver [BSch] one has |B| > 2¢ — 1. Let
us remark that the same lower bound is true for arbitrary inversive planes.

Theorem 5.1. (Bruen-Rothschild [BR]) If S is a blocking set in any inversive plane of
order g, then |S| > 2¢ for ¢ > 9, and |S| > 2¢ — 1 for ¢ # 3. [

So we have a lower bound on | B| but essentially no constructions are known. From
Lovasz’ theorem (Theorem 2.4) one gets that there are intersection sets with cardinality
|B| < Cqlogg.

Another approach would be to use random selection. In the previous section we
formulated the proof of Theorem 4.1 in such a way that there is a blocking set inter-
secting every block in at most clogg points, if there is a fixed r for which b < k™. In
our case k = ¢+ 1, b = (¢* + 1)(g + 1)g, so this condition is satisfied with r = 3. This
again gives the existence of a blocking set of size Kqlogg.

Finally, one can also show the existence of an intersection set consisting of C'logg
circles by using Theorem 2.4." for the following graph: the point of the lower level are
circles, the points of the upper level are again circles and we join two circles if they have
non-empty intersection. What is the degree of a point in this graph? There are (’;1] -q
circles intersecting the given circle in two points and other (¢ + 1)g circles intersecting
it in one points. The total number of circles is ('2;1)/(9‘;’) = (g* + 1)¢. Therefore
the minimum degree is roughly half the number of points, and Theorem 2.4’ gives the
existence of roughly 3log ¢ circles which intersect every other circle. So this is again
an intersection set having about Cglog ¢ points. It might be interesting to note that in
this last construction we really need clog ¢ circles as the following theorem shows.

Theorem 5.2. Suppose that the union of k circles of an inversive plane intersects every
circle. Then k > clogg, for a suitable constant ¢ > 0.

Sketch of the proof. List the circles Cy,...Ci of our intersection set. Consider a point
P which does not belong to the union of these circles. Then in particular we have to
block all the circles through P. These are exactly the lines of a (classical) affine plane,
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the point-residual of the inversive plane. Using coordinates on this affine plane let the
equation of C; be (z — a;)? — k(y — b;)* = ri, where k is a fixed non-square of GF(q).
Take a point A(a,b) of the affine plane and consider the lines through A. Such a line
does not intersect C; if and only if a certain quadratic polynomial f;(m) is a non-square,
where m denotes the slope of the line. Without computation we can guess what these
polynomials are. Namely the the zeroes of fi(m) correspond to the slopes of the tangents
of C; passing through A, so fi(m) = ki{(m—m;,)(m—m;2), where m; , and m; ; denote
the slopes of the tangents (which belong to GF(¢?)). (We can exclude the possibility
that there is a vertical tangent through A; as C; has two vertical tangents so if A does
not lie on any of these 2k lines, then the polynomials f;(m) are quadratic polynomials
indeed.) Also we can suppose that A ¢ C; (i = 1,...,k), so these polynomials have
no multiple roots. We are going to apply Lemma 1 of [Sz]. In order to do this, it is
sufficient that no two polynomials f;(m) have a common root. But a common root of f;
and f; corresponds to a common tangent to C; and C; passing through A. There are at
most 4 common tangents to each pair (i, j) so this condition excludes at most (k—1)k/2
tangents, which cover at most gk(k — 1)/2 points of the plane. So the total number of
excluded points is k(g + 1) + 2kg + gk(k — 1)/2. This is much less than the number of
points, so we can find a point A, such that for the polynomials fi(m) (i =1,...,k) all
conditions of Lemma 1 of [Sz] are satisfied. Therefore we find at least

o~ (/T +1)

values of m with f;(m) being a non-square for every ¢ = 1,...,k. Geometrically this
means that there is a line through A which does not intersect C = U;Cj, that is C is
not an intersection set, if k < (1/2 —¢)logg. 1

Remark. Actually the same proof shows that Ughi’s result (see [U]) is essentially sharp
in the sense that if we want to block all the lines of a projective plane by the union of
some conics then we really need about clogg conics. As we already remarked in the
previous section, this theorem does not extend to planes of even order (cf. the remarks

after Theorem 4.3).
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A GEOMETRIC INTERPRETATION OF THE
FIGUEROA PLANES

Rita VINCENTI
Dipartimento di Matematica - Universita degli Studi - Perugia

In [3] Grundh8fer gives a synthetic construction of a
Figueroa plane of order q3 starting from PG(Z,q3) which
is independent on the algebraic point of view of the action
of a Singer group, as Figueroa [l] used 1n the original
construction.
In this paper, we analyze at first the action of the collineation
X of order h of PG(Z,qh) . q=Dr , 7pP,h primes , p,h>» 2 ,
fixing PG(2,q) pointwise . If h= 5,7 we prové that o
admits three kinds of point and line orbits, as in the case
h=3 . The group of the collineations of PG(Z,qh) which fix
PG(2,q), acts trasitively on the points and on the lines of
G 3 and .83 respectively, precisely when h=3.
In Sec.3, we analyze the Grundh8fer construction by a geometric
point of view and we obtain that a Figueroa plane 0% order q
can be represented starting from PG(Z,qB) leaving invariant
the incidence relation and replacing the subset &£ _ of the lines
by a new subset d?: , any new line r‘;e-f;: consisting of a

4

subset of the old line r |, union a subset of an algebraic

curve defined by v



L. PRELIMINARY RESULTS.

h N .
Let F=GF(q ) be a Galois field , q=p' , p,h primes , p,h>2 .

The field F can be regarded as an extension K(w) of K=GF(q) , where w

is a root of a polynomial f(x)e K[x] s deg f=h, f irreducible over K.
Let & : Xe>X' be the automorphism of P fixing the subfield” K element—
wise, Then ,Z=h=|<a5| .

Denote by Tr"éPG{Z,qh) the desarguesian plane over F and by TT;EPG(Z,q}

the subplane of M coordinatizéd by K with respect to a chosen toordinate
system for 1l so that a point P of I has homogeneous coordinates (X,¥,2),
X,¥,Z€F, and a fixed line 1, has equation z=0 ; denote by o« the colline-

ation of I defined by (x,y,2)et =(x& , y&, z¥).

Express Tr'(@,qﬂ-, I) as an incidence structure such that Tl-ot(Go,,t’o, 1)
o

where @OC@.'{OCf, I°=I‘l@ xe o+ I=€

(8] (8]
2 h=1
Let s ={s, S8, Sof ,...,5 E be the orbit of the element s&@yf

under the action of the group <ey,

LEMMA 1.1- i) the group <« is planar and fixes precisely the points of
@ (the lines of £ );
o o
ii) ¥s¢®0L jos| -n if and only if s¢ @ L L

iii) r > 6P for some Per if and only if rel (Pe\Br for some
o
roP if and only if P e®@ ),
o

Proof:

A point  P=(x,y,z) is in @0 if and only if
X=xz:l : '|:'=},|rz-“1 are in ¥ wvhen z#0 or
x#xyl_l or ‘r=)c:1y are in K wvhen =z=0,

A point P is fixed by « if and only if
(x& ,yo ,z& )=(2x, Ay, Az) ; equivalently, X% =X and YZ =Y,
that is, if aond only if LY are elements of K . Hence o fixes precisely

the points of TTO_ The dual argument holds for the lines,

. , . i ; :
A point P of is fixed by a £Ca > where 1i=1,...,h if and
g ~1 ~1 e
only if Xa =X , Y a =Y ; the elements X,Y must belong to a field
M such that Kg¢M<F |[M:F| =s , s/h . Therefore s=1 and P is a point

of 1T . The dual arguments hold for the lines.
Q
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Let se9?U% 3 then l'as‘ Z h., We have Eﬂs'i< h if and only if there
; . . 1 j
exist 1, j such that 1€ 1< j<¢ h-1 and sSeof =8 g(" , or,

5 of = s , that is (by 1)) , if and only if s %U&"g . Furcthermore,

. . 2 L
6P C r 1if and only 1f r=P Pex = PotPor = 1 ; that 1s, 1f and only
if r is a fixed line under <ol > ; Peﬂer if and only if P 1is a point

fixed by <oc? -

rh r
REMARK, 1- From 1ii) it follows that hip -p .

LEMMA 1.2~ Three points of OP are collinear if and only if there exist i,

[

1

such that 1 £ i<j<¢h and P, Po{l, PufJ

are collinear.
Proof:
k m n . k
Let Pof , Polt , Pot be three points of 8P, k¢m¢en. Then Po
m n . i i h—k
Pox , Pt € r vwhere re ¥ 1if and only if P, PcxX , Po{JE r

where i=m+n-k, j=n+h-k.

2 ;
REMARK 2- If PEr and P # P, then r=P P Pot is equivalent to re,&%.

Assume that an orbit 6P contains three collinear points., Erom Lemma 1.2

it follows that this is equivalent to assuming that there exists a ling €%

such that =P Po(LPo{J where leiecjeh o
LEMMA 1,3~ If a) j=2i or j+i=h or

b) i=h~25 and j=h-s for some s , then r is.a line

of ZF.

[=]
Proof:

The length of the orbit &r 1is less than h  If and only if there exists

S, l£€s<h such that r o{s= Pms Po(i+s P¢(j+s =y =P Poii Po{.J.
1t §=1%, chen ‘el wped pocs pydts  ‘and

rhro-:ij{P i,Pzi=Pj} :
if j+i=h , then ro{i = Pc{i Po-.'zi P¢:>«Lj+iL and rﬁro{i o Echi, POLj+i=Pc(h=
in both cases . r=r¢><i'
op dwpede  aEd Seheny o e el el padB s peP e Tl o
l?t::‘-(‘cj Eo{h_s P and since r =P Pc-c‘i ]E’c:-(j =P [’t:><kh_25 1’-’0(1'_s , we have

5 h—s s
r M Teog 3{13, Pod } ; hence T =rex

LEMMA 1.3"- The dual of Lemma 1.3,
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PROPOSITION 1.1- If h=5 , then the point-orbits ©F are of the following

three types: l)trivial; 2) incident a line ; 3) a 5-arc;

the line-orbits Or are of the following three types: 1') trivial; 2') con-

fluent im a poimnt; 3') a 5- gon.

Proof:

Let P be a point of M ; if Pe€ 9;‘ then 6P is trivial ; if Per
where reg 2’0 and P & 90 , then 8P = r.
Let P be a point of & - %' such that P ¢ r v‘reyo; suchfpoint doés exest
since _ﬂ'o is not a Baer subplane. The orbit ©F contains three collinear points
if and only if there exist i,j 1%£i< j<5 such that P, Pl . Pa(‘i are
collinear (see Lemma 1.2).
Let r=~P Pofi Po(j ; by Lemma 1.3,a), we obtain ruraci ﬁ‘(i,j}Ei(l,z),
2,6, (L&), 2,9}, and by b), rere’ , s=1,2 ¥(i,j)e{(3,4},(1,3>}.

This means.that for all the possibilities of the choices

i,3 1£i1¢<j<5 the line r is a line of fo, 6P Crx, .':.l contradiction.
Hence there exist no exponents 1i,j such that P , Podi' . Pc;.cJ € 0P are

collinear. Equivalently, the orbit ©P is a 5-arc. The dual arguments hold

for the line orbits.

Let ©OP be a point-orbit such that P ¢ Q’O and 6P & r v_re_ff.

Assume that OP contains three collinear points, that is, there-eéxists a line

]

r=PPet Pol leicj<h and |Br|: # 1.

e
Let Y=(ep, Or, IIB k) » the incidence structure consisting of the points

of the orbits of P and the lines of the orbit of r

LEMMA 1.4~ & is an incidence structure with parameters b=v=h , r,k >3 .

Proof:

g i g 5
Any line m & 6r contains at least three distinet points , namely P&,
i+s j*s g :
P y Pox as m=roe for some s . For any point QEDOP ,

Q = P! for some € ; hence @ is incident with the following three distinct

5 t s . s' / ;
lines: red , rod where s=t—i, rto¢ where s'=t-] as image of P under
L

i . :
o ; of Po'  under o(s ; of pe{’  under c:<s , respectively.

PROPOSITION 1.2- If h=7 then the point-orbits ©P are of the following three
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types : 1) trivial ; 2) incident a line $ 3) a 7-arc ;

the line-orbits Or are of the following three types : 1')trivial

2') confluent in a point ; 3') a 7--gon.
Proof:

Let Pe & ; if Pe.‘% then ©P is trivial ; if p ¢ 9‘0 and” PE€r,

where r e _S’o, then OPcC r.

Let P be a point of & - ?n such that P ¢ r ¥Yr E_g’o . Such a point
does exist since ']T:: is not a Baer subplane.

Assume that r contains three collinear points, that is, assvme that there

exists r =P P Px', 1<i<jc7.

From Lemma 1.4 it follows that each of the peints P, Pofi' \ Po-cj is incident

with two distinct lines of @r other than r ; that is, the lines through P

-

k]

Pot’ ’ P’  are all the lines of Or since h=7. Hence rar& e {P, P’
P Pg(l Pol’ . POCJ} 5 s=1,...,6. We prove chal:."ft.t'=i,...,6
L]

t t '
rel NreX € 6P :
///\/\ t t! t'-t

' . -t
R=ro¢ N reox s equivalent to R =rNre

. - i i
From the above we obtain R et € {P » P, Pun!J } or
t i+t j+t . o ;
R e E? & , Pox » Pot . Thus any two lines of Or are incident with
a point of 6P,
t - t e g ;
Given P and Po{ €OF set 1 = P Pl . Since P 1is incident with three

lines € 2Tk, € Or and each line of Or contains three points of 6P,

on these three lines through P lie all points
i
- e s . ;
of OP . Hence r=r, for some 1=1,2,3 , As r'= P Pot’ is equivalent
B L]
=5 s§'-s .
to r'el " = P Pex » we conclude that any two of the points of OP arc

incident with a line of Or and &= {(ep, or, 1 ) is the projective
/8Px6r

r
plane PG(2,2) and 2/q=p , a contradiction.

Hence the orbit 6P cannot have three collinecar points,
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2. FURTHER PROPERTIES OF THE COLLINEATION «

. h —_— B
Ag in Sec. 1 , let TI=PG(2,q ) , -n-D“Pszjq) It D< i
Represent T=(@.,£, 1) . Let o be the collineation of ¥ induced
by the automorphism of F fixing elementwise ¥ . Thus a fixes element-

wise the points and the lines of T . We can partition the secs & and &
Q

as follows :

@ - {re@ 1 rar] ;L= frels rascy
@, ={re@/drel sty ; L -frel/3ved s rIP}
@, @-(@luﬁ‘z) J S =cf—-(-{’1u«[’2)

It is clear that TI (g .
o 1 L

Let Aﬂ be the group of the automorphisms of T which wmap Tro onto

1

n

icself.

LEMMA 2.1- For any GéAO ic is @
-1
i) o'=aoca & A and o' works as & ean T
o

[a]
ii) o'(@) =@ and o' (L) =L ¢ i=1,2,3.
1 1 1 1

Proof:
i} : for any Pe@l set P'=Po0 ; it is P‘e@l and
Po'= Poda  =Pow " =P' o ! «pP' = Po .The dual arguments
hold for the lines of a('_g, P
i) : by 1), it follows o (P =@ and G'(L-L .
For any point P é@z there exists exactly one line refl such that
PIr and Pg' is a point of r6'=r' where r'edd L by i) , that is
Po"' is a point of @2- The dual arguments holds for the lines of of 5
Thus 0'(_@2)= & and U'(of?z)ﬂcfz . Therefore it must be also

-
i

o'<@3)=@3 and o'fc€3>=.f3.

Let CDC AO be the subset of the central collineations of [l having

the center and the axis in T . It is known that <« C > = A {see [3])-
o a a
LEMMA 2.2- For any 90 & C it is ol = oo
—_— o
Proof:
Let o & CD i let C ef-?l and a &afl be the center and
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thie axis of g respectively, and let Pa = Q where P, Q€ (t.?l.
Take g'= uou‘l . By Lemma 2.1 we have thac g' c ﬁo v Co'=c |
oA e @1 S.t. Ala then AG'-A and V¥ r.-e,('fl s.t. €I7r then
to'=r ; moreover Pg' = Q . For amy line r such that C I r ,

if © & £1 , then r&q{'z ’ r a&-f? and C I ra ; thus
vo'=sr aca = ruu-l =r. -

For amy point R t@i such that R I a , if R 4&@1 then

Réﬁspz and
Ra 6@2 v PRala; thus Ro's Rmm_l

=1
= Raa =R .

Therefore g’

is a central collineation of Il having center C , axis

a and P0'=Q ; this means chat o'=g . equivalently @0 = oo

h- .
Set @ s -is. S0, ..., SO 1} ¥ sGul .

PROPOSITION 2.1- For any O & Ao it is ad = ga and (Bs5)0 = 6(s0).

Proof:
As < CH =A , for any O € A 0 =00, ...0 where O € C ;
] o o | 1 2 r 1 o
e = ag a - =0T o (s ] % a i a_a o} o
= i a0 & R a = =
e St b 172 ¢ /

h-1
(as)5=fs. S0, ... , B0 cl=§s, suc,....sulc -

$s. (s0a,.u., (scr)ah"_} = 6(s0).

h—l}

3 2 : s :
PROPOSITEON 2.2- For any point P&@l there are q -q -1 mnon-identical
collineations of € of center P : q -1 of them are elations,
o
3 2 3
q -2q of them are homologies.

Proof:

The non-identical elations of ¢ of center P are as many are the

lines of T incident P , that is, q+l, times q-1 , where q-1 is
(4]
the number of the points of En@l , any E.g.[f1 €3 P, which are different

from P and from a chosen and fixed point of En@l 2
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The non identical homologies of C of center P are as many are
a

2 2 : 2 : ;
the lines r of ..Cl incident P , that is, q , times g-2 which

15 the number of the points @l of any line f{ of m through
o

P , different from P , from £ n r and from a fixed point of

tn&, -

Choose and fix any point P & @3 ; set
PA=EP0!'@"0.«.—‘A1 , r A =ir0 f'\?"Gf:Azg.

o o o o
THEQREM 2.1- P Ao = ‘33 , T AD - o N precisely when h=3.

Proof:

i
Let @'- EP'= F o f'?AGé_—AO?S ; it is @'Q@E} . For any
T A it i g=ag_ a h o c,e C .
ch At is 1 9 where j = Oyer
Consider the subgroup Zld. Co of the collinearions of [T  of center
o
F é@ . It is FI ¢ PP & where PP ed and
1 1 3 9 1 1 3 1 2
1 “
b = -

JP 2 J q -q .

For any P2 5_@1 . P2§‘P1 and 22 < Co’ consider the point

PGIGQ voi & Ei , i=1,2.

.

it 1is Po:o_ & P_Pg  ; if Po o & P, F PO, , then the lines P2 Pa

12 2 1 12 1 1 1
and PIP PGl would have two different points P-’Jl and P0102 in
common, Ehus P =P2 , 4 contradiction. If there would be points Q
in the set P Pl e @3 - Plll , there would exists no Gn.‘_-Ao such
that Po= @ . Hemce, PI =P B M @ , and h=3 follows.
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3. THE GEOMETRIC INTERPRETATLION

Let F=GF(q3} be a Galeis field, q=pr s P prime py» 2 , and let
K=GF{q)} be the subfield of F of order q

Ler TT=PG(2,¢’) be the Galois plane of order 1;3 and “ITO=PG(2,q) ,
i = I . .

Let o be the collineation of ||l induced by the automorphism of F
fixing pointwise the subfield K . The order of @ is 3 and «
fixes precisely the points and the lines of Tro (see Sec. 1 ).

We can represent W as an incidence structure W =(@,£,I) and we
can partition the sets 3 and £ into three classes @i and ﬁi
1=1,2,3  according to the three possible orbits of points, lines
respectively, under the action of a (see [2] ).

e is T -(®,&,D.

The incidence relation I can be partitionned into nine sers

s In (€ x RJ.) ¥i,j=1,2,3 note that
113= @ = I31 and 133# @ (compare IZ] i
Define a map w: @ 3.—}‘("3
{3.1) Pu =P a P ol
and a map u'i 063—-*@3
2
(3.2) = r aNro
Take
¥ =11 Ju 1! where
33 33
(P,T) € 1;3 if and only if (rp',Pu) & 1_3
I
The incidence structure TT"(G},£ I% is a Figueroa plane (compare

2],

* — _——
The projective plare 11 = can be obtained by Il "redefining" the incidence
relation between the points of & and the lines of J:] as follows:

3
(3.3 P 1™t if and only if PW I 1
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LEMMA 3.1-  If pe@3 and re£3,then

p ™ ¢ 15 equivalent to PPal rora“.

Proof:
The relation (3.3) 1is equivalent to
2 2
(3.4) P . Pa I ra A ra

3
Applying a to (3.4) , we obtain PPalrm ra

LEMMA 3.2- a) re£3 is equivalent to rnr ue(‘% i
b} [fﬂ@zl =-=12+q+1 ' lrn@’ﬂ -qh-qz-q .
Proof:
a): let Q=rpra ; it must be Qeﬁ’zulﬁ:; {otherwise, rf@l); Qe@z is equivalent

rto " 2 a.e.fl s.t. Q=apr", or Qu=anra and Q=Qu , a contradiction,

b) : let PO be a point of rr‘.@1 , then P°=rn re contradicts a);

thus rn@l = ¢ . For any rleoe Lt Ql=rlﬁ r is a point of rn@z.
b - , Q.= ; i » th =r_n i

Let rze—«Cl rzylrl Q,r,nr if Q=q, en Q=r,nr, is

a point of rn@l , a contradiction to a). Therefore [rnﬁ’zl -idfli.

The remaining points of r are in@3 s
Let I'Efj ; take Q=rnra .
LEMMA 3.3- It is

fPE@J’PIr} ﬁf Pe®/ P 1* rl* {PEQZIP Ir u{q . Qah_ls.
Proof:

By Lemma 3.2 , we can write r=r_w r_ where

r =fpe{5’2f P I r} i Eam [P-E@SI p IJr} .

2

For any point Pe r, it is equivalent "PILr" and "7P Iror 1,
For any point Pe Ty , PI%r if and only if PPxlQ; if

P ¢4 Q and Pa ¢ Q then PP o [ Q. Thus there are only two possi-
bility : P =0Q or Pa=Q

Let us Introduce a coordinate system in !l so that z point P of
= r, ., r., adistinguished line, has non-homogeneaous coordinates

(GLy) . x,yeF (x,y)=(x,y,1), and for any point P' of r, it

is P'=(x,y,0) . Moreowver, ]1[1=(xq'yq) and p’q:(quyq_oj
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Any line r is represented by an equation X=¢ or y=xm+b and

T by x=c1 or y-mqﬂ;q , respectively

5et &'= f-PE?E?af p 1" r} ; by Lemma 1.1 it follows that
e'- {PG@3IPMIQ§ .

PROPOSITION 3.1- &' is a subset of an algebraic curve & of 11

of order g+l

Proof:

Let P=(x',y') be a point of &' ; since Pe@g' then Pc.ﬂ{x'q,y'q)
where x'%¥ x' and y' Iy
Let  y=xm+b be the equation of r ; y-mqﬂ:q is the equation of ra
and mqq‘m . b b , as réuf3 ( see Sec. 1 ).
The equation of the line P Pa is  y=xntc where

1

q)_'l R Ct(xlqu_xlqyl:'(xl-xlq}_ .

ﬂ-(}'l"’?‘q}(xi_xl
The line P Pa is incident to the point Q if and only if P Pa belongs
to the bundle (Q) of the lines of Il with center Q , equivalently if

and only if there exists A,ug¢F such that

(3:5) x+p = 1, dmvm? = 0, dbep? = o

The relations (3.5) are equivalent to

@-a(b=-0H"" - (n-alyce-bYL

or ,
(3.6)  (@a) (x'y" Tx Yy )= (b-bY) (y ' —y ' Iy + (bm-bIm) (x"=x' V= 0

The equation (3.6) in x',y' represents an algebraic curve & of T

of order qg+l.

r, : : :

As N7 is a projective plane and a peint P=(x,y) beleongs to @1
if and enly if I’a=(xq,yq)={x,:.r)-t’ {(see Sec. 1 ) then we can easily
prove the following :

PROPOSITION 3.2- For any line r of 58 5 the curve & contains
b ol S e ) 1,
a2ll the points of " and §'=E’—-( :’2”@1) consists of q —q —q
Lo

points of @ .
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Foar any line r G£3 of equation y=xmtb set

r. = {{x,}') &= @2 ! y=xm+b} . 1'3 = i(x,y)é @‘?3 / y=xm+b} and

2
r_§= {fé@jf P I*r‘} = {P-——(x,y}e@j { {x,y) satisfy {3.6}}
It is r= 1"2'\..”-3
Take
{3.7) 'J::‘:=rulr"iE : :38*2 r*,’fr éf}‘fﬂlf Uq,P L'«f‘-
) 2V 3 5 3 3y 1 2 3

As an easy consequence of Lemmas 3.1, 3.3 and of the Propositions

3.1, 3.2 we can state the following

_ - 3
THEOREM 3,1- The Figueroa plane 1 =(®&,L, I*) of order ¢

is represented by (@,fi: ).

*
REMARK 1 - The representation of T* by (@,f , I ) starts again
o y . *

from [l ; the subset £ 3 of the lines 1s replaced by .f 5 any
k]
new line r¥ E-JCS consisting of two subsets : the subset r2
of the "old" line r and the subset ¢&' of the curve {5

defined by r , which replaces the points of r r\@%.

REMARK 2 - Let a be the collineation of N  described by the diagonal

matrix A 3x3 over F , A=diag(l, rl, r1+l) where 2i+l=h
r is an element of F of order h . It is Ah =1

Define a map U :@J—:; L where @'« @  is the set of the
point of T not fixed by a , Fu=~P Oti P ai+1 and a map
(VIR n[t_)@ where ,,f'(‘_‘.)f_ is the set of the lines of | not
fixed by o , s u'=s L:l.n = ozi+l {compare I?_J , for i=1).

We can easily prove that the mappings u and p' are imvoluterial
birational reciprocities  as I(x,y,z)u = [ Byz, xz, x}rj in
homogeneous coordinates of points, resp., lines in F-f_ ,where

o= —ri2(1+rij ; the analogous holds for '
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