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UNA NOTA SU GLI IPERGRUPPOIDI
CICLICI

Domenico Freni *

SUNTO - In questo articolo si intraprende lo studio degli ipergruppoidi
ciclici. In particolare, nef caso finito, utilizzando I'insieme C, = { n eN* |
x(0+1) < wi.,xk)} e il massimo del complementare in N di C, , si
caratterizza la struttura del sotto-ipergruppoide ciclico < x > generato da x.

ABSTRAT - In this paper one begins to study cyclic hypergroupoids. In
particular, in the finite case, by using the set C, = { n eN* | x(n+l}
wi_ x{k} and the maximum clement of the set N - Cy |, one characterizes
the structure of the cyclic subhypergroupoid < x > generated by x.

In tutto questo lavoro con (H ¢) si indichera un 1pergruppo1de e

Spessl), O dUUbU UI [lULdLlUIlt hl Ulllll.l.t:l’d Il bll]‘.lDUlU H p(:l' IIIOJLdIC non
solo il sestegno del corrispondente ipergruppoide, ma l'ipergruppoide stesso.

Definizione: In ogni ipergruppoide (H, #) e per ogni elemento x di H si
pone:

x(h) = {x};

x(2) = xeox = x(Nex(1),

x(3) = (xex)exi xeo{xex) = x(2)ax(l) o x()ex(2);
¢ ricorsivamente, perognin = 1, sia

x(n+l) = r_ x(Kex(n-k+1),

In seguito, per ogni elemento x di un ipergruppoide (H, o),
I'insieme Wy, 1x(k} si indichera con < x >.
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Chiaramente, per ogni coppia (z, w) di elementi di < x >, esiste una
coppia (r, s) di elementi di N* tale che zex() e wex(®), quindi zew <
x(Nex(s) ¢ x(+s), per cui < x >e< X > € < x > ed < x > ¢ un sotto-

ipergruppoide di H.

Definizione: Il sotto-ipergruppoide < x > si chiama sotto-ipergruppoide
ciclico generato da x.

Se, in particolare, esiste xeH tale che H = < x >, allora
l'ipergruppoide H si dice ciclico, generato da x.

Si osservi che < x > e contenuto in tutti i sotto-ipergruppoidi
contenenti l'elemento x, e quindi & il piu piccolo sotto-ipergruppoide
contenente X.

Ovviamente, perogni ye<x>siha<y>c <x>,

Ecco due esempi che permettono di determinare classi di ipergruppoidi
ciclici:

Esempio 1: Sia Fq = {A;}jen+ una famiglia numerabile di insiemi non vuoti
e Hy = Ujen+A;. Inoltre, per ogni x € Hy, sia n, = min{neN* | xeA,}.

Con queste notazioni, si definisce sullinsieme H; il seguente
iperprodotto:
Esempio 2: Siano I, = { 1,2, ..., n }, F» = { Aj }ie1, una famiglia finita di
insiemi non vuoti, Hy = UL, A; e ny = min{kel, | xeAy }, per ogni x € Hj.
Chiaramente, per ogni coppia (%, y) di elementi di Hy, si hany +n,<2n, ¢
seny+ny>nallorany+ny-nel, sicché su Hg si puo definire il seguente
iperprodotto:

_ Aqginy S Dxtly <
X2 = a

ngtiyn & Dythy >0

Si supponga, adesso, che gli insieme A; di F) siano tali che

Al = Aj~ (Ujenr (i3 Aj), per ogni ieN*,

Se {x,},eNt & un sottoinsieme di H; tale che x;€A; e x;eA] | per
ogni i 2 2, allora si ha ny; = i, per ogni ieN*, ¢ quindi:

Az = x{Dex(l) = x(2);
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A3 = x].lng xl.lA2 = xl.lxg?') ; xgs);

e ricorsivamente si prova che

t
Ape o x{(™D
Pertanto, si ha l'inclusione Uy sq A; © < xq >
22 8y 1

Inoltre, se esisie x; € <x;> (A} - {x1}), allora esiste un intero
positivo n>2 ed esister € {1, 2, ... ,n} tale che X, E X{Tex( epresiae
x{? eb € x~ tali che x; € asb, si ha x; € Ap, iy © 2 A, ma cid @
impossibile perché x; e A; .

Quindi <x; >N (A7 - {x1}) =D e < x> = {x1} Ul A)).

Dungque si ha:

Se Fp = {A}iene & una famiglia numerabile di insiemi non vuoti
tali che A} # O, per ogni i € N* allora <x;> = {x;})\fUi>34)), per ogni x;
€ A;. E se, in particolare, Ay - {x;} < UyssA; oppure l'insieme A; é il
singleton {x;}, allora H; é ciclico generato da x;.

Ed analogamente, si prova la seguente proprieta:

Se gli insiemi di F; sono tali che A; =@, per ogni i e 1, allora si
ha sempre Hy = <x;>, cioé (Hy, ) é ciclico generato da ogni elemento di
A3

Osservazione: Siano S una relazione binaria e non vuota su un insieme A e
C={ne N*|S"! cuy Sk}

Se C = <, le relazioni $', per ogni i € N*, sono tutte distinte e non
vuote, dunque la famiglia F; = { §; }icn» & costituita da sottoinsiemi non
vioti e distinti di AxA.

Analogamente s¢ C # &, posto Cg = minC, la famiglia F, =
{si }S & anch'essa costituita da sotto-insiemi non vuoti e distinti di AxA.

In Hy = WjensSi 0 su Hy = L& Si si possone considerare gli
iperprodotti definiti, rispettivamente, negli esempi (1) e (2), ottenendo cosi
degli ipergruppoidi, detti Cripergruppoidi, perché H; o H; costitniscono 1a

chiusura transitiva Cp(S) di S.

Chiaramente, se S € transitiva si ha C; = 1 ¢ (Hy, »3) ¢ l'ipergruppo
totale su 3.
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‘ Adesso si dimostrano alcuni risultati sui sotto-ipergruppoidi ciclici,
ma prima si osservi che in seguito, in ogni ipergruppoide (H, ) e per ogni x
e H, con C, ¢ Ny si indicano i due seguenti insiemi:
Cy=1{s e N¥ | x+*D c s xM0}, Ny =N - Cy.

Definizione: Un elemento x di un ipergruppoide H si dice debolmente
idempotente se X € xox, ¢ si dice idempotente se si ha l'uguaglianza xex =

{x}.

Proposiziene 1; Sia H un ipergruppoide ed x un suo qualunque elemento,
allora si ha:

1) Se C, = & allora | At x®)| 2n+1, per ognin 2 I;
2) Se H & un ipergruppoide finito, allora C # &7,

3) C,= N* se, e solo se, x é idempotente;

4) N, #{0} se, e solo se, x non é idempolente.
Dimostrazione

(1) Siccome x(2¥ ¢ x(1), ovviamente, si ha x(Dwx(?)] = 2. Ed
induttivamente, se |wpt x®)| 2 n+1, poiché X2 ¢ x(k), si ottiene:

n+i o+l
ol x®pz o x@]+12n+2

(2) Se esiste un elemento x € H tale che xt+1) « wy, x®), per ogni
s = 1, allora, per (1}, si ha [u‘f:' x| = [H] + 1 > [HJ, e cid ¢ impossibile.

(3) Se C, = N*, in particolare, si ha xex = x(2) £ X)) = {x} e
quindi x & idempotente.

Viceversa, se¢ x ¢ idempotente, si ha x(2) = xex = {x} = x(D ¢
ricorsivamente si prova che x(¢) = x(1), per ogni s 2 1. Dunque Cy=N*

(4) segue subito da (3).

Osservazione: E' chiaro che ¢, = minC, = 1 se, e solo se, X ¢ idempotente
se, € solo se, <x> = {x}.

Ovviamente, se x non & idempotente sihacy22e¢{0,1,2 ..., ¢
I} Ny
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Teorema 1: Sig H un ipergruppoide finito ed x un suo elemento, allora si
ha:

1) L'insieme Ny ha un massimo m,

2) Perogniiz ! siham, +ieC,

3) Per ogni i 2 1, si ha X" x(0) = Uk e < x > = I ),

Dimostrazione

(1) Se x & idempotente si ha maxN, = Allora, sia x non
idempotente.

Per la proposizione 1(4), la cardinalita [N,| di N, ¢ maggiore di
uno. Ora, se Ny ¢ privo di massimo, ordinando i suoi elementi con 'ordine
naturale di N, Finsieme N, costituisce una catena n<m<... <m<. ..

Chiaramente, per ogni j > 1. si ha:

n; . ||J+|
WV XK U xik)

€ se si ha l'uguaglianza w %, x(®) = L ™" x(x), allora, essendo n; + 1 < nj., si
ha:

X e U ) = Wl xk)
€ ¢id & impossibile perché n ¢ Cy.
Pertanto wyi, x(%) & strettamente contenuto in o x(ky

Allora in H si trova una catena di sottoinsiemi l'uno strettamente contenuto
nell'altro

Upx®cuxk o« ol x®e

che non si blocea, e cid & impossibile perché H ¢ finito.

(2) Se esiste un intero i > 1 tale che my +i ¢ Cy, allora my +i € Ny
¢ per la massimalita mysihamy,+i<m,, e quindi 1= 0, contro 'ipotesi.

(3) Se i=1, siccome m, + 1 € C,, si ha xt™x + 2) umix(o g
dunque

g xk) = men (k)

Pertanto, posto wiy x(®) = e xtk), siccome my + i € Cy, siha
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X(ORH*1) = Cmen (k)
¢ quindi
O x) = et x(K) = e x(K)
per cui
<x > =t x(K),

Corollario 1: Sia H un ipergruppoide finito ed x un suo elemento
debolmente idempotente, allora si ha < x > = xM"™), per ogni r 2> 1.

Dimostrazione
Ovviamente si ha x(1) ¢ x(2) e x(2) = x(Dex(1 )= x(1ex(2) x(3).

Inoltre, se, per ogni intero positivo m tale che 1 € m < n, si
suppone che x(m)  x(m+1), allora si ha

x() = Upd x@ex(nk) & Lozt xexnk+1) o g, x(Kex(nk) = x(at+l),

per cui x() ¢ x(n*t1) per ogni n € N* E dunque, per il teorema 1.(3), si
ottiene:

x(mxtly = < x > = Umetx(k) ¢ x(Mxct])
¢ quindi
<x > = x{mxetl)
Infine, siccome m, + 2 € C,, si ha
XMct2) = Umgnx(k) = x(Mxtl) o x(mt2),

ciod x(Mx*t1) = x(mx*t2) e ricorsivamente si prova che x(Mx*1) = x(Mx*), per
ognirz1,

Teorema 2; Se A & un insieme finito e non vuoto ed S é una relazione
binaria ¢ non vuota su A, allora. Cg = { n eN* | Sn+! o2 S} < |A4|
Inoltre, se Sh Sk = & per ogni coppia (h, k) di elementi distinti di I,
allora il Cp-ipergruppoide (H, ) é un ipergruppoide ciclico e completo,
generato da ogni elemento X di 8, la ciclicita di X é Cicly(X) = Co+1, e il
cuore wy di (H, #) ¢ SE5.
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Dimostrazione

Sia|Al=neT=uj_,Sk
Per ogni (x, y} € S"1, esiste (a;, ay, . . . ,a,)€ AP tale che
x5a3;85a;5...5a,8y

Sc esiste rel, tale che x = a,, allora si ha

x=2,5a.18..8a,8y
dunque (x, y)eS*T*1 e di conseguenza (x, y)eT, perché 1 < n-r+1 < n. F se,
per ogni rely, si ha x # a,, siccome {x, aj, az, . . ., a,} < A ¢ |A] = n, esiste
una coppia (r, s) di elementi di 1 tale che 1 < r <s§ <n e a, = a,. Pertanto si
ha
x852;85a3;5...83,823,15...53,5y,
e quindi (x, v) € SO = T,

Dunque Sl c T = u;;:;sk, e di conseguenza Cg< n = |A.

Adesso, sia H = @Sk ¢ (H, o) l'ipergruppoide definito
nefl'esempio 2. Se Sh~ Sk = & per ogni coppia (h, k) di elementi distinti di
Icg. alloraperogni X € H, si ha:

ny = min{kelcg [ XeSK } =h < Xesh

e I'iperprodotto cosi definito:

Sh+k e h+k € c,
X.")Y:{Sh‘k-csﬁ h+k > c,

Sicche, se S non ¢ transitiva, considerando il gruppo ciclico Zeg.1, i pud
porre $(0) = 8%, 8(1) =S, . . ., §(C4-1) = 85, ¢ si prova che

XeoY =5(h+k} < X € S¢h), Y € S(k)
e (H, »7 ) & un ipergruppo completo (vedi [2])
Inoltre, (H, »5 } ¢ ciclico, gErrore. L'origine riferimento non ¢

stata trovata.enerato da ogni elemento X e §, la ciclicitd di X é Cg+1 € oy
= §Cs (vedi [3]).

107



D. Freni Ratio Math. Num. 9 -1995

Se S ¢ transitiva, (H, s, } ¢ l'ipergruppo totale su H e la tesi é
immediata.

Proposizione 2 : Se H é un semi-ipergruppo finito, per ogni elemento x di H
sihac,=m,+ 1

Dimostrazione

1l risultato & evidente se x ¢ idempotente. Allora, sia x non idempotente,
ovviamente, per ogni n 2 1, si ha x() = xn g, per la proposizione 1(2), C, =
& (per semplicita il singleton {x} si identifica con l'elemento x, sicché x(1) =
x). Inolire

xox 2= xoxt Lox o (L X)ex = Upgixk o L pgixk
¢ induttivamente si prova che
XX o s-ixk per ognis > 1.

Dunquen € Cyseesolosen+1 e Cy,esiccome {0, 1,2,. .., ¢4
-1} =Ny, sihacg-1=maxNy, e quindi c,=m, + 1.

Osservazione: Se H non ¢ un semi-ipergruppo, in generale, non si ha
I'uguaglianza ¢, = my + 1. Ecco un esempio:

Sia H un insieme finito di cardinaliti > 3 ¢ siano x, a, b tre
elementi distinti di H.
Si definisce su H il seguente iperprodotto:

Xex = xea=2awx=1{g};
o) = awgag =1{a, b},
(H’ ) {zow=H,V(z,w)_eH1—{x,a}2.
Facilmente si prova che {a} = x(2}  x(1) = {x}, x3) = x(2} = {a} e
quindi ¢, = minCy = 2, Inoltre x(¥) = {a, b} & x(3)= {a}, per cui 3 € Ny e m,
= maxN, = 3. Pertanto ¢, # m, + 1.

Proposizione 3: Sia H un ipergruppoide finito tale che xe< x > = < x > o
= < x > per ogni x € H Allora esiste in H almeno un sottoquasi-

ipergruppa ciclico.
Dimostrazione
SiaF = {< x>}y lafamiglia dei sotto-ipergruppoidi ciclici di H.

Per la finitezza di H, esiste in F un sotto-tpergruppoide ciclico < e > di
cardinalitd minima.
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Perogniy € <e> siha<y> < <e> e perla minimalita della
cardinalita di <e > siricava<y>=<g>,
Ma, per ipotesi, si ha;
yo-(y:-:{y}oy={y>‘
e quindi
y.{c>=yo€y>=<y>=<e}=<y}={y}n}r=<e>-y
Pertanto, perogniy € <e >, si ha
yo<e>=<e>=€c}oy_
Corollario 2: Sia H un semi-ipergruppo finito tale che ogni elemento x di H
sia debolmente idempotente, allora in H esiste almeno un sotto-ipergruppo
ciclico.
Dimostrazione
Per 1l corollario 1, si ha < x > = x™<*! ¢ quindi

< x ex = xMxtley = xMx+d — ymxtl = < i >

Allo stesso modo si provache x e<x>=<x> ela proposizione 3
completa la dimeostrazicne.
P

Osservazione: Nell'articolo [9] si ¢ definita la relazione A di associativita
negli ipergruppoidi, e si & dimostrato (vedi teoremi 2.1 e 2.2) che nei quasi-
ipergruppi la relazione ¢ transitiva e il quoziente H;s & un greppo rispetto
all'operazione;

AXYBA(Y) = A(z), V z € xey.

Inoitre, la proiczione canonica q : H <> H;s € un omomorfismo
buono, e s¢ @ ¢ I'identitd di Hy, , allora W = gl{w) & un sottoquasi-
ipergruppo di H.

Teorema 3: Sia H un quasi-ipergruppo, x € H e Py={n e N*|xt¥ W}
Se Py #0, posto p,. = minP, si ha:

figr<x>) =Lpy
Y pr=min P, <¢, = min C,;
3) Se H ¢ finito, allora p. = min P, SmaxNy+ 1 =pm, + |

Dimostrazione
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(1) Per ogni k € N*, e perogni a € (. . .((xex)ex)ox. . . Jox, con X
ripetuto k-volte, si ha g(a) = g(x)k. Inoltre, per ogni b € x(k) , si ha b A a,
dunque q(a) = q(b) = q(x)k e quindi q(x&)) = q(x)k, e poiché < x > = Uy
x(®), si ottiene: -

q(< x >) = (i1 XW0) = Ugsp gk = {q(%)¥ 31

Del resto si ha x(Px) ¢ W, quindi (g(x))’* = o e l'ordine r =
|< q(x) >| di q(x) divide p.

Ora,sepy >rsihah=p,-r2z1, e poiché qx)Px = o = q(x)", si
ottiene q(x)b = @ . Pertanto, per oghi a' € (. . .((xex)ex)ex, , , )ox | con X
ripetuto h volte, e per ognib' € xHsi hab' A 2", di conseguenza q(a') = q(b")
= q(x)h = o, per cui xM = W ¢ cid & 1mp0551blle per la minimalitd di p,.
Dunque 1 = py € quindi si ha:

A<x>)={ qx)¢ Jpy =Zp,

(2) Se x & idempotente si ha g(x)&q(y) = q(x), dunque q(x) = ©, x
€ W e px = 1. Inoltre, per la proposizione 1(3), cx = minC, = 1 e quindi

px=cx=1

Se x non ¢ idempotente, si ha ¢, 22, e siccome x™+1 < Ly x(k), si
ha

qx)*x+1 e { q(x)K }gx, ,

e quindi esiste un intero positivo s tale che 1 < s < ¢c; e q(x)™ * 1 = qx)s.
Pertanto si ha g(x)*x"%* ! =@, dunque x®x-5* 1) = W, ciod cx -5+ 1 € Py,
¢, chiaramente, si otiiene

Px = minP, < cx-s+1$ ¢, = minC,.

(38Bex¢ idempotente Ny={0}epy=1 Sexnoné idempotente
per il teorema 1(2), stham, + 1 € Cy, e per 2), px=min Py < ¢x=min Cy
< maxNy+ 1 =my,+ 1.
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