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SU UNA CLASSE DI MODELLI
MATEMATICI PER L'URBANISTICA

Antonio Maturo , Loredana Renzullo

SUNTO - Si studia una classe molto generale di modelli matematici per
IUrbanistica, dipendente da due parametri. Essa ha come casi particolari il
modello gravitazionale ¢ le sue piu note generalizzazioni ed il modeilo
esponenziale. Si esaminano le varie proprietd del modello al variare dei
parametri. Successivamente si fissano le proprieta matematiche pii generali
che si ritiene debbano essere soddisfatie dai modelli matematici relativi agli
spostamenti di individui.

ABSTRACT - In this paper a two parameter general mathematical model
for the wurbanistic applications is consilered. The exponential and
gravitational models are very particular cases. We examine the properties of
the model with all the possible values of the parameters. Therefore we assign
the most general mathematical properties that we think must be satisfied by
the mathematical models concerning the people flows.

INTRODUZIONE

Larchitetto interviene con un progetto per modificare, migliorandola,
la situazione di un edificio, di una strada, di una parte della cittd, oppure per
costruire qualcosa ex-novo. Esiste tuttavia il problema, spesso ignorato, di
vedere l'effetto che gli interventi producono sulle altre parti della citta, della
regione e del territorio. Molti architetti intuiscono tale effetto descrivendolo
in maniera qualitativa o empirica. Tuttavia, di solito, l'entitd delle
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conseguenze a distanza spaziale o temporale di un intervento puo essere
correttamente valutata solo per mezzo di adeguati modelli matematici
che prendono in considerazione le variabili quantitative che influenzano
il sistema e le relazioni fra esse. Pud capitare che il singolo architetto,
assillato dalla necessitd di portare a termine rapidamente e con
competenza tecnica i vari progetti, non abbia l'occasione di approfondire
lo studio degli effetti fontani causati dalla casa che fa costruire o della -
strada che fa modificare. Spesso tale compito € lasciato ai politici e agli
amministratori. Questi ultimi, a loro volta, capiscono che la singola
opera ha un impatto su tutto l'ambiente circostante, ma riescono a
percepirne la portata solo parzialmente senza riuscire a valutare
quantitativamente in quale misura l'intervento interagisce con il
complesso delle altre attivita e dell’esistente ¢ come cambiano tali
interazioni al variare delle grandezze in gioco.

Una sufficiente comprensione del comportamento del sistema
urbano sottoposto a modifiche & possibile solo se si utilizza un modello
matematico in cui sono ben precisate le variabili piit significative ¢ le
piti impartanti relazioni quantitative fra esse. Tali modelli sono spesso
oggetto di numerose critiche basate in gran parte sul fatto che di solito
vengono trascurate molte variabili ritenute non essenziali. Cio, perd, €
necessario per non appesantire il modello rendendolo poco
comprensibile, di uso complesso ¢ quindi, in definitiva, di scarsa utilita
pratica. Inoltre sono semplificate, spesso linearizzate, le relazioni fra le
variabili. Di solito vengono prese in considerazione relazioni valide solo
a livello macroscopico o statistico, spesso esprimendo dei
comportamenti di massa intuiti dal ricercatore, in base a osservazioni, €
che solo parzialmente possono essere sottoposti a verifica sperimentale.

Tuttavia, ricalcando una nota pseudodefinizione di ricerca
operativa, i modelli matematici indicanc come fare male quelle
valutazioni che altrimenti verrebbere fatte peggio. Infatti un modelle
matematico da comunque delle valutazioni gquantitative che, se si
rivelano insoddisfacenti ad un‘analisi sperimentale, possono essere rese
piu corrette analizzando meglio, alla luce dell'esperienza, le ipotesi che
sono alla base del modello, cercando quali delle variabili trascurate puo
essere necessario inserire nel modello ed analizzando con i metodi
statistici e probabilistici come valutare, per mezzo di variabili casuali,
l'effetto delle variabili trascurate, considerando ad esempio una
distribuzione di probabilitd per la loro somma ed infine istituendo dei
metodi di controllo, ad esempio per mezzo della simulazione, dell'effetto
delle variabili extrasperimentali.

1 modelli si basano su delle ipotesi che danno luogo a delle
equazioni differenziali, talvolta di tipo stocastico, e quindi a soluzioni
rappresentate da famiglie di curve, superfici e varietd, dipendenti da
parametri,
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Per formulare un moedello ¢ importante capire:

(a) come si formulano le ipotesi;

(b) come si ottengono le varieta che descrivono il modello;

(c) come si generalizza il modello, ampliando le possibilitd di
utilizzazione e trattando modelli apparentemente diversi come casi
particolari;

(d) come si passa da un modello deterministico ad uno probabilistico,
pssia come si tiene conto delle variabili trascurate, valutando l'effetto di
tante piocole variabili per mezzo di poche variabili aleatorie;

(e) come si confrontano i dati ottenuti sperimentalmente con quelli
teorici del modello.

In questo lavoro si affrontano i vari problemi ¢ si propongono delle
soluzioni. Per far capire la metodologia suggerita, i criteri logici proposti
etc., si parte dalla considerazione di un modello noto € abbastanza usato
come quello gravitazionale, si analizza la logica su cui esso si basa ¢ si
mostra come ess0 possa essere generalizzato per vari scopi, ottenendo cosi
modelli che hanno come casi particolari oltre a quelli gravitazionali altri di
notevole interesse.

1 - ANALISI DEGLI SPOSTAMENTI PER MEZZO DEL
MODELLO GRAVITAZIONALE

Siano Z,,Z, ,...... ,Z, n zoneesia S, , il numero di persone che
si sposta (per lavoro, acquisti o altro, in via provvisoria o deftnitiva) dalla
zona Z; allazona Z, , con ije{l2, .., n}.

Se si & interessati solo a spostamenti fra due zone diverse, si pone
S, =0,Vie{l2, .., n} Sia

S = Z 8,  (n°di persone che si spostano a partire da Z, ),
j=1

S, = Z S,  (n°di persone che si spostano arrivando in Z; ).
i=1

Allora il numero totale di persone che si spostano &

S = 385 = 38,
i=1 =)
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Indichiamo ¢on A, il numero di abitanti della zona Z;. Si ottiene
la matrice Y. degli spostamenti :

zomadi  arrivo Z1 Z2 Z i Zn colonna
- marginale
zonadi  abitami | A | A, 4, A,
parienza Jv ~L —>
Zl A i Sl 1 Sl: S! i Sln Sl.
Z, A, 8, |5 Sz i Szn S,
ZI A;‘ ‘SJ 1 Sr' 2 Sr'j Sm S']
Z n ' A " ‘Snl ‘Sn 2 *S'n_:' LS'! I Sr.-.
riga S8, S, S IS
marginale

Dalla matrice X, valutando l¢ probabilitd in senso frequentista. si
ottengono le probabilitd dei seguenti cventi :

[y
I

= "unindividuodi Z va in Zj. .

H = "unindividuodi Z sisposta”

! i

F, 1 H, ="unindividuvo di Z,. scsisposta.vain Z, "

F; = " un individuo che arriva in Z, provieneda Z, .

if i
Risulta
S, S,
Ey= 2% |, H)y= —.
plLy;) 4 p( ) 4
E 1H)= % (F. )= 5y
p(E,/H) 5 pCFfy) s
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Dalla matrice degli spostamenti si possono atlora ottenere le matrici
delle probabilita:

=p(Ey),  g,=pE;/H). fi=p(F).
Ponendo 4, =p( H, ), segue :

Py= a4 h,

formula che si poteva dedurre dal teorema della probabilitd composta
essendo £, C M, e quindi ;

(E,)=p(E,H)=p(E,/H)p(H).

Per spiegare gli spostamenti da un punto di vista teorico alcuni hanno
assunto l'ipotesi che l'entiti .S, degli spostamenti da Z, a Z ; sia
proporzicnale al numero degli abitanti di Z,, a quellodi Z, ¢ all'inverso
del quadrato delle distanze. Quindi ¢ stata considerata la formula :

e — ,‘14I' A_,r' e
S, = ¢c—=; (1)
r

distanza fra Z, e Z.

La formula (1) pud essere giustificata dal fatto di considerare i

numeri di abitanti delle zone Z e Z ; come misure di due masse che si

attraggono. Applicando la Jegge di gravitazione universale , la forza di
attrazione fra lamassa in Z, e quellain Z , ¢allora:

4 4,
F =kt @

s

con 71,

Ammettendo per le masse degli individui un comportamento simile a

quello det corpi elastici , per la legge di Hooke si ha una deformazione Su ,

conseguenza della forza F del tipo :
S,=hF,. 3)

Ponendo 2 k= ¢ si ottiene la (1),
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Indichiamo, in seguito, con @ * 1a stima di una grandezza @ in
base al modello teorico considerato.

Il confronto fra il modello teorico {1) ed una distribuzione di
spostamenti osservata pud essere fatto utilizzando le probabilitd

E
LS s
ij L¥ i *
Sf. Si*
n 44 A
Siha S *=c ’21, S,}.*= csz",percui
=1 Ty Ty

* _ AJ' . AJ‘
%" T | e )
¥ J=1 Ny

Il confronto fra le qg; ¢ le g, *, dati, rispettivamente, empirici e
teorici, ci permette di valutare la bonta del modello

La costante ¢ pud essere determinata imponendo che

28 = 28, = 8.
i=1 j=1

Infatti si ha

" # A:‘ AJ
S=c .
i=1 i=1 ';'j
e quindi
n no4 4
c=83 > (%)
=1 = Ay
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2 - UNA ANALISI ED UNA GENERALIZZAZIONE DEL
MODELLO GRAVITAZIONALE

Nella formula (1) A ¢ la massa attratta ¢ AJ. ¢ la massa che

attrae. Dal punto di vista urbanistico non necessariamente tali grandezze
devono essere omogenee.

Pud essere ragionevole accettare che !a massa attratta sia
rappresentata dal numero di persone, ma probabilmente la massa che attrae
pud essere data dalla misura di certe carattenistiche della zona di arrivo. In

generale, per ogni zona 7, , indichiamo con m(Z, ) la massa attratta

!
posta in Z, e con a(Z ) la misura dell attrattivita deila zona. Il
modello gravitazionale, allora, si pud generalizzare ammettendo la formula:

m(Z.) al(Z.
Sﬁ,:c(')z(J). (6)

7y

Ammettiamo che le zone Z, formino una partizione di una certa

regione considerata ed indichiamo con &8 il diametro deila partizione. Al
tendere di & a zero le zone tendono a diventare puntiformi. Poniamo

x = punto di partenza;

¥V = punto di arrivo;

M= pfx) = densitda in x della massa attratta;

a = afy) = densita in y della misura di attrattivity;
r =rix.y) = distanza fra x ed y;

o = ofx,y) = densita degli spostamenti fra x ed y.

Per ogni i/ indichiamo con AZ, [I'area della zona Z, e con

S(Z,.Z;) il numero di spostamenti dalla zona Z, allazona Z, . Si
ottiene

i = fim T @
Zi o x AZj ’
at)= lim alz,) ®)
Zj—by A'Zj ’
o 3(Z2,,Z))
LAV YV 2
Zy—y &

79



A, Maturo, L. Renzullo Ratio Math, Num. ¢ - 1995

Dividiamo ambo i membri della (6) per AZ AZ ;- Facendo tendere

il diametro & della partizione a zero, tenuto conto della (7), (8) e (9), si
ottiene

pH(xya(y)
oxy)=¢ 5, (10)

Y )

Dalla (10), derivando, segue
g e e .
5# c rz y 3 ( )
oA "
fa a (12

Jo o
— =(-2—; 13
oy ( ) (13)
da cui

do = ocdu .\ ada, P csdr‘ o

Dalla (14), dividendo ambo i membri per ¢ ed integrando si risale
alla (10).

Una immediata generalizzazione del modeilo gravitazionale si ottiene
sostituendo fa (13) conla

é’cr

5y (h)— con >0 (15)

¢ lasciando invariate le (11) ¢ (12). Si ottiene

d d d
g0 _ér, a (h)-—,con h>0, (16)
c (2
¢ integrando si ha
X))o
ri(x,y)
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Per #=2 si ha il modello gravitazionale. La costante # misura, in
un certo senso, l'avversione ai lunghi spostamenti. Per 4 elevato si
verificano, in pratica, solo piccoli spostamenti. Cid avviene, ad esempio, se
si vogliono effettuare acquisti di poco conto. Per 4 piccolo si verificano
facilmente anche lunghi spostamenti. Ad esempio € il caso di acquisti
importanti come un’automobile o di spostamenti per motivi di lavoro.

Chiamiamo modelli quasi gravitazionali quelli che verificano la (17).

3 - SU UN "AMPIA CLASSE DI MODELLI ATTRATTIVI

Una generalizzazione della (13} abbastanza ampia si ottiene
ponendo

o

h
E = _;TB-G , ©on ﬂER eh>0 (18)

¢ lasciando invariate la (11) ela (12).

co

Il rapporio 5—10' ¢ negativo, come¢ nel modello quasi
¥

gravitazionale. Il suo valore assoluto decresce al crescere i r per >0,
cresce al crescere di r per [ <0 ed ¢ costante rispetto ad » per =0

Si ottiene :
d d
_EzﬂJ,_“J,(-h)d—;,mn k>0, (19)
G 1 @ ¥
da cui
h
logo= logu+loga+ I—r—ﬁdr (20)

Perp =1 siha

h —h
_r_ﬂdrz -4 +1

r‘*"_*' + k. 2D
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Per =1 siha
h
_f——dr= -hlogr+ik (22)
r

Poniamo in ambo i casi &k = log ¢, con ¢ costante positiva. Si ottiene
allora:

log o=logc ua+ Fr), {(23)
con
Fi) - _*Bh"' 1 r® perpzl -
—h logr per B=1
e quindi
c=cuae™. (25)

Analizziamo i vari casi:

(a) case G<1

A+

51 ha che — <0, Inoltre » & strettamente crescente. Si

—5+1
ha che F{r) ¢ non positiva ¢ strettamente decrescente e risulta F(0) = 0,
lim F(r}=—w. Allora, perla (25), o ¢ strettamente decrescente, uguale

r 3+

A cua per r=0 e npulloper r=+ao

Per £= 0, 1a (25) si riduce alla :

hr

oc=cuae (26)

€ si ottiene il modello esponenziale .
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(b) caso P >1
Sihache - Bl > 0. Inoltre 7 %' & strettamente decrescente.
La F{r) ¢ non negativa ¢ strettamente decrescente. Inoltre lim Fr )= +oo,

r—a+{)
lim F(r)=0. Allora, perla (25), o ¢ strettamente decrescente, ugnale a

re+o

+eo per r=0 eugualea cua per r=+m
(c) caso P =1
E’ il caso di frontiera fra i duc precedenti. La F») ¢ positiva per

r<l, si annulla per =1 ed ¢ negativa per r>1. Inoltre ¢ strettamente
decrescentc e si ha fim Frr)=+w, lm F(r)=-wo, percmt o ¢

r+0 F—p 0
strettamente decrescente, uguale a +oo  per r=0, ugualea ¢ gy o per
#=1 e si annulla per »= +ac Si ottiene il modello quasi gravitazionale.

4 - CONSIDERAZIONI GENERALI

La (18) ¢ un caso particolare della

X o @

con le condizioni :
(@ f(>0,Y r>0;

(b) f(r) ¢ integrabile secondo Riemann i ogni intervallo
chiuso contenuto in (0,+00).

Dalla (27), fissato 1, € (0,+oo), si ottiene :

log o= —J'f(t)df+10g}|'., con A= Afa u)

L)
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e quindi

—jf(r}dr
o= A e’?

Se ammettiamo le condizioni :

o copn
da a B JTRT)
si ottiene
or_1 or_1,
do « o u
da cui
d
—lzlda +-1—du.
A o W

log A = loga+logu+liogc.,

A =cau
e quindi
—If(t}a‘t
c=caue”
La funzione:

F ) =-jf(r) dr .

o
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con € costante ;.

(28)

(29)

(30)

€)Y

(32)

& continua e, poiché fir) > 0, ¥ r>0, & strettamente decrescente. Inoltre &
positiva per » < 7y ed & negativa per r > ry. Se esiste un intervallo [0,a],
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con a>0, in cui f(») ¢ limitata allora si pud assumere, nella (32), 7, = 0.
In tal caso, perogni r> 0, risulta F(r)<0 e F3) =0,

Un caso notevole ¢ quello in cui f ¢} & monotona. Allora &
necessariamente soddisfatta la condizione di integrabilita (b).

Se la f (r) & crescente (in particolare costante), essendo non
negativa, esiste un intervallo [0,a], con a>0, in cui f ) ¢& limitata.
Assumendo 7, = 0 segue che F(0} = 0. InoltreV n € N, risulta;

rnT;(r)dr < M,f;(:)dr . per cui ;rf(r)dr =+

Rt iyt a+]

equindi F{+oj = <o Intal caso o & strettamente decrescente, uguale a
cuoa per r=0 enullo per r=+
In particolare si ottiene questo caso per

f(r)=—i confp<0 , h>0.

J“ﬁ’

Se la f(r) ¢ strettamente decrescente nsulta F@) > 0 e pud
verificarsi che tale valore sia finito o infinito. Inoltre

Fy+ 1+l o t+tna+2

jryae > [ .

Bt ntntd

per cui pud essere
Tf(e)dt=+o oppure | fF()dt =k,

con k numero reale positivo. Nel primo caso é ancora Ff+e) = <o e quindi
o(+0) =0, nel secondo caso risulta {+wo)=c a u e *.
In particolare si ottiene il primo caso per

h
f)=-—. con0<B<l , h>0
N
ed il secondo caso per

f(r)=——hi, conB>1 , h>0,
r
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