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ABSTRACT

It is well known that #Moran (1948), Krishna Iyer (1949),
Dacey (1965), Cliff (1969) and Cliff-Ord (1973, 1981) determined
the first steps of the join count statistic,

Nevertheless these steps, on account of the parameters (A, D,
etc.) by which they are characterized, can be referred to
different contiguity hypothesis.

On the other end, the problem concerning the determination of
the join count statistics still remains open for a finite

I which can be defined through
n

subdivision of a region {a}
small wvalues of n and generally only through some hypothesis of
contiguity.

In this note the casual wvariable N (V) of the contiguous
diversities type BW will be determined, limitedly referred to the
case of dicotomical observations (type {B, W}) and independent on
n regional unity, in the particular case of the contiguity
operator ¥V defined for cach r.u. a  as V(al)={aji jemf{i}}.

Thus, taken for eguivalent the operators of simmetrical

contiguities of the same A parameter (A stands for the bonds



number), A = % LY = E L;, it will be determined the c.v. N_(2n)
of the contig;;us diLe}sities type BW, these being pointed out for
the equivalent class [L] identifiable in the parameter 2A.
Eventuay, being observed that, on account of the symmetry
bond of the operatocr, the c.v. Naw(ZA) is similar to the c¢.v.
N {(A) of the contiguous diversities type BW or WB, when

BHvWB
associated to the class of non-symmetrical operators L" (L) and L

limitations, those symmetricall operators L with Lt=(11),, f(or
n

L'=((L;)1E" )) are considered equivalent.
n
Limitedly referring to the previous hypothesis (dichotomy and
independence) and to the V" operator, limitation of ¥, c.v. is

defined as N ((V?)

which has, as determination of n
TBHWVHEB

xen)
n th

successions, values whose 1 element stands for the amount of

diversities exisiting between the r.u. a, and theose to follow and

: 1
from this the c.v. waw([(Li)mN]) through the use of a
n
suitable algoritm.
Key-words: two colour maps; contiguity; finite poepulations:

join-count; distributions.

SOMMARIO

E’ note come Moran (1948}, Krishna Iyer (1949), Dacey (1965),
Cliff (1969) e CLiff-Ord (1973, 1981) abblano determinato i primi
momenti della statistica join count.

Tuttavia questi momenti per i parametri (A, D, etc.) che 1i
caratterizzano possono essere riferiti ad ipotesi diverse di
contiguita’.

Dfaltra parte, la determinazione della distribuzione della
statistica Jjoin count, per una suddivisione finita di un

territorio {a} . definibile per piccoli wvaleri di n ed in

generale solo per alcune ipotesi di contiguita‘’, resta ancora un
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problema aperto.

In gquesta nota, limitatamente al caso di osservazioni
dicotomiche (di tipo ({B, W})} ed indipendenti sulle n unita-’
territoriali, si determina, nel caso particolare dell’operatore di
contiguita’ V¥, definito per ogni u.t. a  come V(a1)={aﬂ
jeN;—{i}},la variabile casuale N_(¥) delle diversita’ contigue di
tipo BW.

Poi, considerati equivalenti gli operatori di contiguita’
simmetrici L di medesimo parametro A (numero dei legami), A = E LY

1=1

n

= ¥ L{, si determina la v.c. N_(23) delle diversita’ contigue di
i=1

tipo BW rilevabili per la classe d’equivalenza [L] identificabile

nel parametro 2A.
Successivamente, osservato che per il vincolo di simmetria

BRvNE (A)
delle diversita’ contigue del tépo BW ¢ WB, associata alla classe

degli operatori L, la v.c. Nw(zA) e’ uguale alla v.c. N

degli operatori non simmetrigi L* (L’) limitazioni di L, si
considerano equivalenti gquegli operatori simmetrici [ aventi

(o L'= (L) ).

. _ [T "
medesima n-pla L (LY} 17 1en
n

€N
n
Limitatamente alle precedenti ipotesi (dicotomia ed
indipendenza) e all’coperatore V", limitazione di ¥, si definisce

" 0 - .
la v.c. Emwus((vt)leu)' che ha come determinazioni delle
n

successioni di n wvalori il cui elemente i-esimo rappresenta il
numerc delle diversita’ esistenti tra 1’'u.t. a e le successive, e
1

da questa la v.c. NBMNB([(L?)iGN]) attraverso 1/introduzione di
n

un opportunc algoritmo.

Parole chiavi: mappe a due colori; contiguita’; popolazioni

finite; jein-count; distribuzioni.
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1. INTRODUZIONE

Sia N = {1,2,...,n} ed n z 2; se {ai| ieNn} indica una
suddivisione territoriale finita di un territorio, un criterio di
contiguita’ spaziale tra le unita‘’ territoriali e’ definito da L,

L: {ail ieN } > {al| 1GN5},
che esprime una corrispondenza generalmente multivoca e non
ovungue definita tale che L(a”c{aj| jeNn, J=i}. Nel caso valga
1’implicazione
aj € L(ai) —_— a e L(aj) (jEN“),
l’operatore di associazione L lo diremo simmetriceo.
La funzione I,indicatrice delle unita’ territoriali contigue,
I: {all ieN } x {all ieN } > {0,1}

tale che
I a)=1 <=m——> L
(ap, q) as (ap).
individua una matrice L, detta matrice delle contiguita’, che e-

in corrispondenza biunivoca con l’operatore L.

2d es., se si e’ indicata con la contiguita’ spaziale

all‘operatore I resta associato la matrice L:

00001
00011
00010
01100
11000

Ad L sono legati dei parametri descrittivi, gia’ noti in
letteratura in guanto impiegati nella ricerca dei momenti degli

indici di Meran, guali:
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n n

L =[L(a)) |, ZL[=2A, ZLl(Ll-1)=2D,etc..
=1 i=1
A questi aggiungiamo in particolare:

Ly = L’(a‘) ed L'l' = L"(al) (ieNn)
per i quali rispettivamente L’ indica la limitazione di L tale che
L'(ai) = L(ai) n {ajl jeN , j<i} (lGNn)
ed L" la limitazione per cui
r _ . e N
L (ai) = L(ai) n {aJI ]GNn, j>i} (leNn).

Tra tali parametri intercorrono le relazioni:

= I " 3
Ll = L1 + L1 (1eNn)
con L; =L" =0 e O0Os L;s i-1, o= L'i's n-i.
Q0000 4] 00001 1
Q000 o] 00011 2
L= |0Q0000 L= 10 L"= (00010 "= |1
01100 2 00000 0
11000 2 00000 o}
Sia E={E,E,...,E} un Sistema completo di m eventi con
m
probabilita” P(E)=p,» FP(E))=p,, ..., P(E)=p_ e » p,=1; se si
1=1
assume che una successione di n eventi §=(X1)seu sia 11 risultato
n
di n prove indipendenti per le gquali si sia verificato k1 volte
lf’evento Ej, k2 volte 1l’evento Ez, e, km volte 1’evento E
m
(k1+k2+. . .+km=n) allora all‘espressione XTILX compete la
probabilita’:
i kK, Kk
- - - . n
P(g)—p1 P, TR
Pall’uguaglianza
(1.1) x'Lx = E'F, (X)E,

ove F (X) e’ la matrice guadrata di ordine m costituita dalle

frequenze assolute degli eventi {EE, EE,..., EE, EE,...
11 12 17m 27! f

EmEm}, si ha che le espressioni 2(_TE|_§ e ETIFL(X)E si realizzano con
la medesima probabilita‘ P({X), come anche ogni elemento dello

sviluppo di ET[FL(K)E, ogni singolo elemento di IFL(E), etc. .
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La forma algebrica ¥ [FL(a)(K)' equivalente della ETFL(K)E,
i=1 i
in cui 'FL(a )(_X) indica ‘la matrice di ordine m i cui element]
1

£ L(a )(K) sono le frequenze della modalitar’ EE di cui la prima
rs s
1

E rilevabile sull’unita’ territoriale a e la seconda E
r s
sull‘unita’ ajeL (a)), porta a riconsiderare 1l’espressione X'LX

riproponendola in notazione vettoriale-matriciale [[FL(a)(X)]
i 1EN
n

piu’ efficace per le considerazioni che seguono. In particolare,
riferendosi alla modalita’ EE si hanno le n-ple di frequenze

ir‘sL (X) =(frsL(al) (X)) iENn.

— T_
Nel precedente es. se E_{EN Ez, Ea} ed X—(El,Ee,El,EE,Ez)

si ha

a a, a, a, a_

E:EEE:B E1E2E3 E1E2E3 E1E2E3 E1E2E3

E1 000 OO'EI. d 0Q 0 00 010

al ]:'l2 000 000 000 000 000
E3 000 000 a 00 Q00 000

E1 0 o¢cC 000 000 000 000

az EZ 000 000 0 00 001 cC 10
E3 0 00 000 000 000 000

]E:1 0 00 000 0 0Q 0o 01 cC 00

a3 E2 000 000 000 000 000
E3 0 00 G ¢O 0 00 000 6 090

El 000 000 0 GO 0 0o 000

¢‘:14 E2 0 0o 000 000 00 000
E‘3 000 010 100 000 0 0o

E1 g 00 0 00 0 00 000 000

a5 E2 100 010 000 [SERVINY] cC o0
E3 C 0o 000 C 0Q o 00 000

Le componenti di [[FL(aj) (E)}, sSOno:
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010 000 001
F () =|ooo F (x) =|o11 F (X) =|o00
L(a)) 000 L(a)) 000 L(a,) 000
000 000
F (X) =|ooo F (x) =|110
L(a,) 110 L(a.) 000

011
121
110

&
ed F, (X) =‘§1IF

La) ®

Le n-ple delle frequenze delle modalita’ EE_con riferimento

all’es. sono:

T T - T =
£],, (X) = (00000) £1,,(X) = (10000) £ (%) = (00100)
£, (X) = (00001) £, (X) = (01001) £, (X) = (01000)
T . T = T —
£, (X)) = (00010) £, (X) = (00010) £ (X) = (00000}.

2. LA VARIABILE CASUALE Nw(ZA).

. s s w . .
Sia K la variabile casuale {g g osservabile su ogni unita‘
territoriale a e sia X=(X) una successione di n eventi

- i" 1EN
n
indipendenti osservabile sulla suddivisione territeoriale finita.
~. variare di X resta definita 1la wv.c. NBH(L) delle
diversita’ contigue BW, dipendente dal particolare operatore di
associazione L, le culi determinazioni 7m altro non sonc che
frequenze fBuL(X)‘

In particelare, per l/operatcre ¥V, la cul matrice delle
{l per i=j

contiguita’ ¥ ha generico elemento v,JI =
1

NBH(V) ha la seguente distribuzione (2.1):

, la wv.c.
0 per i=j
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v o] n-1 172 “as

. _ ~ . X k. k_ k
P) [p™+g" |npg" ™) ... k—?];—,[p 1qz+pzq']

[n/2][{n+1} /2] { k =0 (ieNz)
k +k_=n
1 2

Per attribuire all‘evento [n/2][{n+l)/2] la sua probabilitar,
si distinguonc due casi a)) e a) rispettivamente riferiti ad n

pari e n dispari:

a) P/4) = D)™,

a) P(In/2]0(n+1)/2]) =

+p

_ n (ns2] {in+1) /21
[nr2] q

[{n+1) /2] [n/2]
q .

Ove si consideri un generico operatore simmetrico L, 1la
corrispondente variabile casuale NB“(L), le cui detefminazioni
v(L) sono le waL(ﬁ), resta definita attraverso la commutativita’
dei diagrammi ottenuti al variare delle n-ple osservabili X:

T F —— 5 ()
P(X) P(X)
"X e EF (NE — — >Lpur, (X)

n

Si noti tuttavia che la cardinalita‘ 2" dell”insieme delle
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n-ple X rende eccessivamente onercso il calcolo per i valori di n
riscontrabili nei casi concreti.
Se introduciamo nell’insieme degli operatori di associazione

{L} la relazione di equivalenza ~ cosi’ definita:
n n

L1~ Lz < g 1211’11 :1ZIL21 = 22,

ed indichiame con 2A la classe degli operatori equivalenti [L)

n
allora ad ogni n-pla ordinata X corrisponde una [[2]J-pla non
B

ordinata [f (3)] .
BuL. Le2h

Quindi, indicata con NE“(ZA) la wvariabile casuale le cui
determinazioni 7m(2A) sono le fm(L,K) al variare di L nella classe
2h e di X, la precbabilita’ di n(2a) e’ somma di probabilita-
composte di eventi indipendenti di cui 1’uno fa riferimento ad una
distribuzicnhe ipergeometrica e 17altro alla distribuzicne

L ) L

{2.2) P(n(2a)} = P(v)

Vel [ [:] J

A

binomiale (2.1):

15A5["]

2

con le condizioni v-1(2A}z0

[:]—A—(v—n(zA))ao

. _n . L _
In particolare per A—[J s1 ha Nm[at]] = NM(V) mentre per

A=1 la v.c. NW(Z) ha distribuzione:
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L] o 1
P(w)

P+g” | 2pg

Facende riferimento all’es, per p =.5 la v.c. Nw(a) ha 1la

seguente distribuzione:

T Q 1 2 3 4
P(n) .0878| .1905| .4018( .2738| .0461

3.LA VARIABILE CASUALE N {L").
BHVHB ® =

Se V" e’ l'operatore limitazione di ¥, la cui matrice W" ha

1 per i<j
elementi v" = , allsra la v.c. NBHHB(V"), che ha per
0 per i=zj v

determinazioni il numero complessivo delle diversita’ tipo BW o
WB, e’ esattamente la v.c. N {(V} (2.1) e, piu’ in generale, per

la simmetria e’ anche N {L") = wa(L) come anche Nﬁu(zA) =

BWvHE

n
Nwﬂm(A), essendo A la classe deygli operatori L" tali che §| LT=A.
1=1
n
Ora gli [[2] operatori equivalenti di classe A = [L']
A
possono  essere ripartiti in sottoclassi [L'} = [(L")

sen |
n
attraverso la nuova relazione d’equivalenza:

[P LS [1] — o
L1 Lz i (LlJlEN (L2JIEN'
n n

In particolare gli insieme quozienti {L"}/- e {L"}/~ hanno

ien
n

rispettivamente la classe A:[:] e la classe [L"]=[(n-i)} ]

costituita dal solo operatore v".

Al fine di definire 1la v.c N L"]), ~<che ha per

BHvHR ( [
determinazioni il numero complessivo delle diversita’ di tipo BW o
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WB al variare dell‘operatore nella classe [L"], introduciamo 1la
v.C. nmwmgg"), che ha come determinazioni delle successioni di n
valori il cui elemento i-esimo e’ il numereo delle diversita’ (o BW
o WB) esistenti tra la wu.t. a; e le successive u.t. aj con
je(Nn—Nl).

E’ possibile rappresentare il processo di denerazicne delle
diverse determinazioni di N we(¥") con il seguente schema (3.1),

T BHv!
in cui distinguiamo:

a) due tipi di frecce ——> e - - ->, le quali esprimono

rispettivamente il realizzarsi dell’evento B e dell’evento W;

b} un wvertice iniziale " al wvariare di k, e k, con
172

k1+k2=n;

c¢) vertici individuati dalle terne (i,b,w) con 1=i=n in cui i
e’ l’ordine dell’unita‘’ territoriale di riferimentoc mentre
b e w sono rispettivamente il numeroc degli eventi B e W che
si sono realizzati dalla prima u.t. alla i-esima u.t. per
cul b+w=i con le limitazioni osbﬂg e OsWSka;

e dove la biforcazione dall’elemento generico [k :i ] e’
1

eseguibile se il suo valore e’ maggiore di 1.

Infatti, ( " ] per ogni k:' k2 rappresenta il numero delle
2

k ok

osservazioni X per le quali si e’ realizzato k1 volte l’evento B e
k2 volte l’evento W e se questo valore e’ maggiore di 1, significa
che per la prima u.t. puo’ realizzarsi sia l’eventc B che 1‘evento

n

k ,k

W e si analizzano i due casi si vede che [
1

] si scinde in
2

n-1 n-1 . , n
e la cui somma e
K k_~1 kX -1,k k ,k
1" 2 1 2 1

valori trovati e’ maggiore di 1, significa che nella seconda u.t.

} e, se uno dei due
2

e’ di nuove possibile 1la realizzazione sia dell’evento B che

dell’evento W, cosi’ proseguendo.
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(3.1)

/‘ \’
, n-3
- [k -1,k -2}
s 1 2
()
K .k -
12
n-3
! \ ,f'[k -1,k -2]
- 1 2

222
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n-1
k -b,k —w
1 2

0
1
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Inocltre 1’elemento [ n-t
k -by ke -w
e le componenti i-esime delle frequenze v = f

i wvalori (kl—b) o

osservare tali valori nella quantita“’
k
e le probabilita’ plq 2 per ciascuna delle

(k,~w) ,
evento W o il b-esimo evento

k

T BWvYWB
secondo c¢he si realizzi

B sulla i-esima u.t.,

il

], con 1=i=n, esprime in sintesi
V“(x) attraverso
w-esimo
ed i modi di

data dallo stesso binomiale

differenti X di kl eventi B e k2 eventi W.

° successioni
Kok,

Facendo riferimento allc schema (3.1) ed allfesempio, in cui
—_ 19 -
e! n=5, la v.c. stmn(v ) ef:
0 I 41111 ] 3333222222 ] 2222223333 | 11114 I 0
0 03111 3111222222 2222221113 11130 0
v 0 00211 02112311112 2111121120 11200 4]
0 00011 0011011110 0111101109 11000 4]
0 Q0000 0000000000 0000000000 00000 4]
5 4 2 3 3 2 4 5
P(v)| p pa rpaq P g Ppa q
che ridotta a forma normale diventa:
v g 4
o 4 1 1 1
1] 0 3 1 1
v 0 o 0 2 1
0 0 o] 0 1
0 0 o] 0 0
5 4 4 4 4 4 4 4 4
P(v) p5+q P a+pq P g+pq P atpg 2p g+2pgq
6
3 3 3 2 2
3 1 1 2 2
o) 2 1 2 1
o] 0] 1 0 1
o] o] 0 Q 0
3 2, 2 3 32 2 3 EE] 2 3
p’a®+p’q |p’d®+p’a’ |2p’°c®+2p’q’ |2p'd’+2pa’ |4p’dP+apis’
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Se ora facciamo riferimento ad una specifica u.t., ad es. la
i-esima, attraverso lo schema (3.1) possiamo determinare la v.c.
Newws(Vy) (3.2), numero delle diversita’ BW o WB riferite alla
stessa u.t., le cui determinazioni v e [0,n-i] e le probabilita’
Pv.) si ottengonc per riduzione, secondoe il principio delle

probabilita’ totali, dalle P(y).

1 (o} 1 2 3 4

(3.2) 1 |p°+a|a(p a+pa’) [6p°q|4p®a®  |p'a+pq’

2 |p*+q*|3(p’a+pg’) {6p°q*|p gtpq’

3 |p’+qg° 2pg pq

1 [p®+q°!  2pq

Pertanto la v.c. N s ([LV]1) ha come determinazioni i valori

n({L?]) € [O,L?] con probabilita’ (3.3)

[ Vl J{ n-i-V ]
1
n-i T?([Li]) Ll_n(“'l”

PRI = ) P(v))

v st n-t
B LH

o<L"=n-i
sotto le condizioni ’
(n'i)'L?'(Vi—ﬁ([L?]))ZO

Piu’ in generale, per la v.c. Emww([L"}) le determinaziont

7([L"]} sono costituite dalle successioni di n elementi, con

n-esimo elemento 0, tali che gqueste abbiano almeno una successione

v tra le determinazioni della v.c. N (¥™") per cui w L)) sy,

(ieN }; allora per le 7([L"]), sotto l'ipotesi di indipendenza, le
n 1
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prebabilita’ sono espresse da (3.4):

v n-i-t
i i
n-1 [T",(“_‘"”] [L;‘-T}l((l__"])]

P(R((L"])) = E: -]_( P(y)

ven vl o [nu :]
25 ZBuvHB -

I
I

— "y
v.-n, ([L 1)=z0
con le condizioni osL?sn-i

(n-1)-L¥- (v, -1 ({L"]))=0

Infine, si determina la v.c. wa“([;"]) per mezzo della v.c.

TBWvHWB

n
N, ..((L"]) ponende w([L"]}=E= ({L"]} con =n ([L]) componente
=1
i-esima di n([L]) -
Per l‘es. avendosi (L")T=(1,2,1,0,0) per p=.5 si hanno:

a) Le v.c. Nauvwa([L';‘])

n{((LT]) o 1 2
i
1 .5 5
2 .25 | .5 .25
3 .5 .5
4 1
5 1
Si osservi, attraverso 1l’esempio, che NEWMB([L?])=NBmNB(V?)

per j=n—L?.
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00001
00011 .
L= 00010}, (L") =(1,2,1,0,0) ed 3A=4, per p=.5 si hanno Ile
00000
Q0000

distribuzioni:

P
P{m({A)) .0878].1905].4018(.2738].0461

P(n{[(L"]) |.0833|.2083|.3750].2917(.0417

rispettivamente con media e varianza:
E[N, a(B)]1=2 E(N_, g ({L"]}]=2
var(N_ _(A)]=1 Var(Ny, o oine) =1
valori coincidenti con quelli ricavabili utilizzando le formule
proposte da P.A.P. Moran (1948) per il calcclo dei momenti della
statistica Noer

Ringrazio il Sig. F. Critani per 1la collaborazione prestata
nella stesura dei programmi mirati alla realizzazione d4i questa
nota e per i suggerimehti propositivi ai fini di una
generalizzazione del risultati sin qui ottenuti.
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b) La v.c. N ([L"]1)

T BWvHB
n 0 1 2
a 1 0 o 1 1 0 0
0 o 1 a 1 0 1 2
7 0 0 0 1 0 1. 1 o
0 0 o 0 o 0 0 o
o 0 0 0 0 0 0 0
P(m)|.0833|.0833|.0833].0417|.0833|.0417|.1667|.0833

3 4

1 1 0 1

1 2 2 2

1 0 1 1

0 o} 0 Q

o o] [¢] 0
.1667|.0833(.0417|.0417

c) La v.c. NBW”B([L"])

m 0 1 2 3 4

P{m)|.0833|.2083|.3750(.2917).0417

4.CONCLUSIONI

La ricerca presentata in questa nota evidenzia come
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