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SUR LA VALUATION STRICTE DES
HYPERGROUPES
POLYSYMETRIQUES CANONIQUE

JEAN MITTAS

BBSTRACY, This paper qemsralizes the theory of valumaited axd yporvaluated casoaieal hypergroups fn the case
of the polysyametrical canonlcal hypergroups, He distizguish two types of bypervaluated casonical poly-
spmetrical hypergroups, the weakly and the stroagly bypervaluated onen. The study of the lust cnes forms
the main part of this paper, while the study of the weakly bypervluated cosonical polpsymmetrical hypor-
qroups is qoing to be the subjoct watter of amother paper,

Préeliminaires

L' hypergroupe pulsrlyne'trique canonique (H.P.C.) est, comme on
le sait [26], un cas particulier de l' hypergroupe
polysymetri que (H.P.), qui a e'te"Intrudult par la
consideration des ntrlcfn a s?n’nnt_s dans un hypsranneau ou

dans un hypercorpa! (ou, autrement dit, des hypermatrices) [3],

1 Intefendssanat do cotto thebrle 1a detialtion des B.D.C. est la toivante:
0z appelle LEC, mubll__l uuet d' use hyperoperation, qui, notee adiftivessst, veritie, quels que

soleat x,7.8 ¢ §, lea axloms: -
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{81, [9]., (101, {13], [20], [28] moyennant une multiplication
specifigue [3), [27]. La thebrie des H.F.C. geheralise celle
des hypergroupes canoniques (H.C.) [12], [19] = gui, comme 1l
est connu, constitue la base pour 1' etude 4' autres structures
lhyparconpnsitionnslln-, comme les hypesrannsacx st les
hypercorps (dont leurs parties additives soat des E2.C.), les
hypermodules et les hyperespaces vectcrisls ef, eacore plus
generalement, les hyperalgebres linsaires [1), [3), (11}, [20],
[21), [231, (28] - D' autre part 1' etude des valuations et
hypervaluations des H.C. [14], [15], [1&]. [17]., [i8], [25] =
enrichli la thebrie g’e’n‘l'ru.ln des valuatices - == liaiscan avec
celle des structurea hypercompositiconelles - par plusieurs
resultats inteTessants. Cette etude a ete rsalises par la

gdnsralisation de la theorie correspondante des groupes values

Loxd Teydx

II. (zeq)ezmnt(y4 :;
ML (30 e DYr e H[0rx o x) (L' ddent ¢, oFidensest wigee, oot e sim e T
On sote que, cosoe &' habitade, o ldeatifis, quazd riss se 5' 7 cppese. |” demmr © e le singleton
correspondant {x}, Domc 0 ¢ x =z au llew da 0 ¢+ 1= {1},

W, Mre D(Jx" ¢ B0 e xtr') (Tout tol ' ¢ B ot 1 cppose ot opmeccipme &e 7 o= 1 expendle S(z) =

Ce{xelilezdr'} et le spetripw & 1

Losexsy (Ju' e8(n) )[rezer ]
Un I.E.C. d1ffere, conse L] est visible, i' 1 inpergrempe mamigm (11, (O @& St gue daas o denaler,
pour tout x ¢ §, §(x) est wn singleton, (1’ ), yquele cs, vim s T powr . @ mm pew 1 aziome ¥

3EI+Y =) Fes-3

D' autre part do 1' axiose I1T 1l résalte facilenent que, poar tows s e L o8 + 1 o qui amee 11, justlfie
Ia caractetination de cotte structure comse Irpecgreape (7], 111
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( et, pour de cas plus general, hypervalues), comme cette
derniere a ote formee par M. Krasner par 1' introduction de 1'
ultrametricite et, en particulier, par la consideration 4' une
distance ultrametrique c o mpa t 1 b 1 e avec la structure du
groupe [4],([51,(6]. Ains{, =i (G,.) est un groupe et
d: G x G —> B+ ( ou R+ est 1' ensemble des nombres reels non
negatifs ) est une ultrametrique sur G, la compatibilite de 4d
sea donne par la condition:
dix,y) = d(ax, ay) = 4(xa, ya)

quels gque solent x,y.a dans @g. Mais si on a que (G,.) = (H,.)
est un hypergroups, les "hyptruouponii" ax, ay, xa, ya ne sont
pas, en general, des slngletons et les distances d(ax, ay),
d(xa, ya) n' ont pas, generalement, de sens. Mais sl on
supposes gque pour tout X, y ¢« H les hypercomposes xy sont des
cercles de 1' sspace ultrametrique (H,d), ces distances ont de
sens, si ax Nya = ¢, xa N ya = ¢, ce qui donne la possibilite’
de construirs une theorie analogue des valuations (et puis, des

hypervaluations) pour les hypergroupes.

En particulier, ﬁbur exprimer cettae conpntihiliti'dnnn le cas
des H.C. ot ayant en vue la notion de 1' hypercorps value
introduite par M. Krasner a partir 4' un corps valua [5] (mais
pour qui Krasner n' a pas occupe avec son stude), on a pose’ les

deux conditions sulvantes! [17], [25]:

1 Ces conditions paut Stre emeors utllisdes, conse il wst clalr, pouc expeimar, lu compatibilite” de ln
distazcs ultrandtrique av cas dos hypergronpes completement réguliers ( au sens de Harty 0] ) possedant m
senl ¢ldaent waite’ot qul cas ot o¥idemaeat encors plus qeRetal que colul des B.C.
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81 (H,.) est un H.C. ot d: H x H ——> R+ est =me (distance)
ultrametrique sur H, alors
hi. Pour tout x,y € H lasomme x + 3y esi == cercle de [l
espace ultramétrique (H,d) de rayon proporticanel au
max { d4(0,x), 4(0,y) }, ou O est le serc de H. O
est-a-dire 11 existe un nombre semi-reel p20 4°' espece O
ou -. [4], tel que
x+y=0C (5, paax{|x|, [7|}).
ol % € Xx + ¥y eoat quelconqus et ou, pour icas x € E, on

met |x|] = d4(0,x) en 1' appelant valmtios de 1'
element x ( la fonction |.|: E —> B sizms! Ze7finie

dtant 1a valuation de H associed a 1° wltrsmetrigue d ).
ha. Pour tout x.:.y.u. €H tels que (x+a) N (F*a) = ¢ on a
Ay - dxes, yie)
Un H.C. muni 4' une telle ultrametrigue ccmpatible avec la
structure de 1' hypergroupe a ete appele 2 y ;e s 3 roupe
canoniqgque ultrametrigus et cette
definition, plutdt geometrique, sequivazt. —cmme —elzi-<i a ete’
demontre’, avec L autre, pursssnot alysscigoe, des
hypergroupes canopigues values
[17), [25]. Pour le cas des H.C. Ry pervalcses ocu, 4
maniers equivalents, hy perul trame sz igzes on
a les mlmes conditions comme ci-dessus, mais. maiztezant, 1'
ensemble ol 1' hypervaluation |..| et 1° :ypersltrasetrique d
prennant leurs valeurs peut Stre, g€oeTaleme=zt, ax Iieu de Rs,
un ensembls gquelcongque £ totalement criceme et possedant un
plus petit alement, note” O, et encors, am liex &z nombre
semi-reel P, on a une fonctien p: @ —> Q T §- =zcissante ot

telle gue p.0 = O ot ou § est le complete 2e Furepa 22 2 et T-

20
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est 1' ensamble dep olsments d' espece - de 9 [14), [15],

(171, [18), [25)].

La valuation (respec. 1' hypervaluation) ainsi definie sur H
peut 8tre caracterises comme s t r i ¢ t e st les H.C. munis de
telle valuation, s tr ictement values (H.C.5V)
[respec. hypervalues (H.C.S5H-V) ] ou, de manibre
dquivalents, st r ictement ultrametriquaes
(H.C.SU) [ reapsc. hyperultrametciquasds
(H.C.SH-U.) ]. Car sauf cette maniars de valuation (respec &'
hypsrvaluation) des H.C. il y a encore une autre, selon lagalle
1' ultrametrique ( respec. 1' hyperultramstrique) satisfait aux
conditione plus t:fblu:

hi'. Pour tout x,y € H la somme x + y est un cercle de 1°'

espace ultrametrique (H,d).

ha' = hs

ha'. Pour tout x,y€e H, 81 xex+y, alors x +y=Xx.
(h3' 'a 1' autre cas est une consequence de hi et hz [14), [15].
By f 1 Les H.C. munis de telle ultrametrigue (respec.
hyperultrametrigue) peut 8tre caracterises, contrairement au
premier cas, fa iblement values (H.C.FEV) [respec.
hypervalues (HC.FH-V)] ou faiblement
ultra-n’tri._quol (H.C.FU) [resp. hyper-
ultrametr i'q ues (H.C.FE-U)]. Maintenant, en ca
qui Gconcerns les H.P.C., il est svidemment naturel que pour
exprimer la ounpltlihilltn’d.' une ultrametrigue definle sur eux
avac leur structure d' hypergroupe d' accepter tout abord les
conditions hi' et ha' & h2 et puis 4d°' otudier lea deux cas

ssparement. Le present travail est ainsi consacre a 1' stude
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du premier cas, c' est-a-dire aux hypergroupes palylrli%riqutn
canoniques strictement ultrametriques (E.P.C.SU), gqui par
definition satisfont aux conditions h:i et h: (respec.
hyperultrametriques (H.P.C.SH-U)], tandis que 1' etude des
H.P.C., lltilfli;lnt aux conditions hi', hi' et a une
qihu&llluation conﬁanlbla de h3a' et avec 1' adjonction encors
quelquas autrss axiomes et qui sercat appeles hypergroupes
polysymetrigques canoniques faiblement ultramstrigues (E.P.C.FU)
( respec. hyperultrametriques (H.P.C.FE-U) ) fera ' object d'
un sutre travail. Quant au premier cas, ex etudiant les
conlnﬁunnu-n de la definition-ayant en vue moc travail [25], ou
la theorie des H.C. value? et hypervaluss (strictement) est
exposee ot ou on peut trouver encore les ¢lements necessalres
de la theorie das espaces ultrametriques et des nombres
semi-reels! - on ; about! 'a la conclusion gus tout E.P.C.SU e
reduit en H.C.SU.f Mais Dbilen gque 1 oz a abouti ainsi,
toutefolis 1° e#ponu’ detaille’ de ce cas est absolument
netessairs pour l' stude de 1' autre. D' autre part on se
limite 'a 1l'stude seulement des HE.P.C.5U, car 1' ctude des
H.P.C.SH-U est pareille (avec da patites nodifications
q’vidcnt.l) et, par colcﬁuent, cn a le néme resultat final, C°

est-a-dire que tout H.P.C.SH-U se reduit ez E.C.SE-U.

b lelativemsat volr eacore (2], (4], [%}, (&1, [17]
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'
Etude du premiexr cas : IL.Le=m
hypergroupes polysymetrigues
canonigues strictement ultra—

metrigues CH.P.C.SU) .

Soit (H,+.4) un H.P.C.SU. Tout abord et d4' apres les
propristss des cercles des espaces ultrametriques, on deduit la
prnpridf{ purenent nlqihriqun(c'--t—n-dlr- qui s' exprime sans

1' intervention de 1' ultr-ni%riqua) sulivante:

Propoadtion 1. Quels que Aolent X, Y, 2, W EH, A4
(x+y) N (z+w) ¥ @, alorna ou blen x+y ¢ ztw, ou blen ztw c xty

D' autre part, comms aux H.C.SU [25], on a encore:

Propoeltlon 2. Pour tout X,y ¢ H on a
Ld{x.y) £ p|x| ==) x = 4

d' ou il remulte que, si Hy¥ { 0}, on a p < 1.
[ Caxr %+ 0= C(x,p|x|) = x et y e C(x,p|x|). Dons, si
0=y ¢ x, alors 0 ¢ C(x,p(x|) et d(0,x) = |x| > plx| 1.

Remarguss 1. a) Si on suppose gque p est le plus petit des
nombres semi-resks pour lesquels la condition hi est
satisfaite, on aura toujours 0 < p < 1 [ c¢' est-a-dire soit
Hy {0}, e0it H= {0} ].

b) ﬁ%id.llant. sl p=0, H est un groupe abslien.
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En particulier, pour les opposses d' un x « H on a les

propositions:

Propoaltion 3. Pouwr tout x ¢ H, x' € S(x), on a
[x] = [x']

Demonstrat i1 on. Il est clair pour x = 0. Scit x ¥ O
ot qu' il existe un x' e S(x) tel que |x| ¥ |x'|. Si [x'| ¢
< |x|, alors x + x' = C(0,p|x|) et x ¢ x + x'. Car x £ x + x'
==> d(0,x) = |x| £ p|x| ==> p 2 1, ce qui est inexact d' apres
la proposition precedente. Donc, par 1' axiome 22 et en vertu
des proprictes des cercles (distance de cerclss disdoints)
d(0,x') = d(x+0,x+x') = d(x,0)
81 x| < |x'|, on a de mfme x' ¢ x + x' et on aboutit par le

mme ralsonnement a la n@me conclusion x| = |x’

Cosoltalse f. Pour tout x', x'' € S(x) on &

[ & ]

Conollalae 2. Pounr tout x'e S(x), x* £ S(x') on a

pEr] | |

Propoadtdion 6. Poun tout x ¢ H; x', x'' ¢ S5(x) on a

L) x + x' = x + x'' 4l) x g x + x'

Demonstration., {) Evident, car (x+x') N (x+x'') # ¢
ot |x| = |x'| = |x''|.
1) Il rebulte de la demonstration de la proposition

precedants.
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-

La proposition qui suit accomplit la proposition 1 et elle joue

un rBle important pour la suite.

Proposaltion 5. Queta que Aodent X, Y, a € H, Al
(xta) N (yta) # ¢, alons x+a = y+a.

Demonstration. On sait [26] que
(a+x)N (a+y)#p ==
==> (Ja' e S(a))(lq!x‘ € 5(x))(I=x" € 8(x'))(Jy' € 5(¥))
[(ata') N (x"+y') # ¢]

Alors, 8i 0 ¢ x*" +y',ona x"+y' ca+a', d' ou (pour les
rayons des cercles x"+y', a+a') pmax{|x"|,|y'|} ¢ pmax{|a|,|a'|
et, d' apres les precédents, max{|x|, |y|} < |a|, denc x + a =
=y + a, ces deux cercles non disjoints ayant des rayons
semi~reels egaux. si 0 e x* +y', alors |x*| = |y'| (donc
|%] = |y|) et, encore, ou bien x™ + y' c a + a', ou bien
a+a'ecx"+y', 4' ou il resulte respectivement, ou bien
x| = |y| < |a], ou Dbien ja| < |x| = |y| et on a, comme

auparavant, ¥ + a =y + a.

Concllaine 3. Quetls que Aodent X,4,a E H, Les ensembles
x +a, y+ a sont ou blen disjoints, ou bien codlncldentas.

Proposdtlon 6. Poun tout x,y ¢ H, x' € S(x) on a
L) S4L y £ S(x), akorns (x + y} N (x + x') = ¢

) SL x e x + y, akons x + Yy = X

13
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Demonstration., i) En effet, si (x+y) N (x+x') # o,
on auralt x+y = x+x', donc vy € S(x), ce qui est
contradictoire.

ii) x € x+y ==> (x+0) N (x+y) # ¢ ==> x+7v = x+0 = x

Propoalton 7. Poun fout x, y e H, x' ¢ S{x}), 4L y & x + x’,

aforns S(y) c x + x',

Demostration. Eneffet ye xex' ==> 7 e C(0,p|x|)
==> d(0,y) = |y| & p|x] ==> y' € C(0,p/x ) = x + x", pour tout

y' € 5(y).

"

S{x) on a:

Propoaltion 8. Pour fout x ¢ H, x',x°’
S(x') = S(x'")

+

Demostration. En effet, x™ € S{(x") => 0 € x' +x

may X+ R e (X kX)) + (X +xT) =0 (x'+x)+ (x''+ x")

4' apres

== 0 € (x' + x") + (x'' + x*), car x' + x -l A -

la proposition 4i. Donc il existe y e x'° = x" et 7 € S(y)
tel que y¥' € x' + x*. Maie y' e x' +# x* => S(§') e x' + x"
==>y e x' + x", done (x' + x") N (x'' =+ x") = ¢, ez, en vetru
de la proposition 5, x' + X" = x'' + x*, domc D € x'' + x*, c'
est~a~-dire x* € S(x'') et, comme x* € S(x') est 1’ importe
quel, alers S(x') ¢ S(x'"). Symetriguemezt on trouve

S(x'') e S(x'), 4’ ou la conclusion.

Conollaline 4. Pounr tout x ¢ H, x¥ ¢ S{S{x}} on =

S(x) = S{x*)
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Conottaire 5. Poun toult x,4y ¢ H on a
S{x) N S(y) # ¢ ==> $(x) = §(Y)

[ Car il existe =z e S(x) N S(y), donc x € S(z) et y e S(z), d'
ou S(x) = S(y) 1.
Remarques 2. a) Pour tout x € H il est evident que
S(S(x)) = Ux'«8(x>8(x') = S(x')
quelque soit x' e S5(x).

b) Descrmais et a cause des propositions 4i et 8 - et
seulement quand il n' y a pas le risque de confusion - on va
utiliser pour exprimer un n' importe quel element x' € S(x) la
notation -x. Ainsi on aura

X+ x'=x+x'""=.,..=x-x, 85(8(x)) = 8(-x)

Propoaltion 9. Pour tout x,y € H , x' & S(x), y' £ S(y)., 2L
S{x) N S(y) = ¢ ( donc! S(x) # S(y) } ona

d(x,y) = |x + y'| = |y + x|
ole, €videmment, sl A c H, |A] = { |z| € Re: z € A}.

Demonstration. Il est evident que, si S(x) N S(y) =
=¢ , alora x' ¢ S(y) et y' ¢ S(x) et, 4’ apfba la proposition
6i ona (x+y' )N (x+x')=¢ et (y+x')N(y+y') =2
Par consequent, vu h2 et les proprietes des cercles,

d(x,y) = d(x+x', y+x') = a0, y + ') = |y + %'|

d(x,y) = d(x+y', y*y') = d(0, x +y') = |x +¥']|

1 1 est possible que l'on ait x 7y, mais S{x) = 5(y), comne on a aux certains exexples en [26] et aur

divers cas des H.P.C
15



J. Mittas Ratio Mathematica o 13-1999

Il en resulte gue les ensembles [x + y' | et ¥ = x'  soat des

singletons (méme egaux).

La proposition suivante generalise la propositice ci-Zessus 6ii
Propoallion 10, Pour tout x,y € H, x' ¢ S{x}, x* £ 5(x"), L
x¥ & x + y, alors x + y=x¥ Ponc, 4L x s x* + g, ona

x* + y = x.

Demonstration. En effet xe x =+ 7y => [ 3x"'= 5(x))
{y € #* + x''] donc, en vertu du corollaires £. =t de la
proposition 4i, y € x + x'= C(0, p|x'[), &' o= /¥ =3 x| < |x|

Par consequent x + y = C(x*, p|x{) = C(x", p x ). 2" apres le

)
L]
]
[}
L]
]
'
©
"
o
L]

corollaire 2. Done, x + y = x™, car C(x",

Propoadtdon 11. Pour Lout X £ KN, ¥ £x - x if exdiate

X® & S5(—x) tel que x + y = x¥ et x¥ — y = x.

Demonstration. En effet y € x+x'==> :;Ex"e S(x))
[x' ey +x'"'] == x+x' ex+y+x'"" == Qex+y+x'' ==
(] x" € S(x'"'))[x" € x + y] et, &' apras 1z proposition
precedente, x + y = x* [f@idemment, 8i on change x* danms S(x),
x" ne change pas, la somme x+y etant toujours la méme]. D'
autre part x + y = x* ==) x + y + y' = x* = 7P=>x e x" + ¥y

==> x™ + y' = x, pour tout y' € S(y), doac x* - ¥ = x.

Conollalne 6. Poun tout x ¢ H, x' £ S(x). §.9" € x — x fcan,
) “
d' apres La propoaltlon 7, S(y) C X - x] i€ exiate x'' & S(x)
tel que x' + y' = x'',
16
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Propoaltion 12. Pourn tout x e H on a

x + (x = x) = §(=-x)

Demostration. Evidemment, d' apres les precedents,
x + (x - x) ¢ 5(-x). D' autre part pour tout =x* € S5(-x) on a
X" e X" + (x + x') =x 4+ (x" +x%x') =x + (x + x') (par Prop. 4i

et Cor. 4), donc S(-x) ¢ x + (x - x), d' ou 1' egalite.

Remarque 3, Il est visible que, si pour x,y,a e Honax +a-=
=y + a, alora il resulte que

x+ (a-a)=y+ (a~-a)
Mais le reciproque est aussi vrai, c' est-a-dire on a encore la

proposition importante suivante:

Propoasition 13. Quels que Aolent x,Yy.a E H, Al
x+ (a—-a) =y+ (a-a), alons

x+ta=zy+a

Demostration. Ondistingue deux cas: y e S(a) et
y € 5(a).

i) Soit y e S(a). Alors: (x +a) +a' =y + (a + a') ==?
a' e (x +a) +a' == (Jtex+a) [a' et +a') == t + a' =
= a', par la proposition 6ii. Donc on a t + a'+a=a+a',
d' ou t e a + a', et, par consequent, t e (x +a) 1 (a + a')
mais qui est absurde, si x ¢ S(a), vu la proposition 6i. Il en
resulte que x € S(a), donc (x +a) N (y +a) # ¢ et, en vertu
de la proposition 5 (ou, de méme, par la prop. 4i),

xt+ta=y+ta.

17
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ii) Seoit y ¢ S{(a). Alora; x + (a -a) =y + (a - a) ==

==> (x+a)+ (a~a)=(y+a)+ (a—-a) domtils’ emsuit

(Muex+a)y(Jvey+a)Jtea-ajy=ev-c
D' autre part
v+ t=C(u, pmax{jv|, [t!]})
et, comme (y +a) N (a-a) =29, ona t =4(0,2) < d(0,v) =

= |v| (d' apres les propriftes des cercles), doac

v+ t=Clu, plvi)
Encore on a S(v) N S(t) = ¢, car autrement Si(v) = 5(Z) ca - a
selon le corollaire 5 et la proposition 7. Do=c, il vient que
v € a - aet, par suite, (y +a) N (a -~ a) # ¢, nais ce gqui est

contradictoire, wvu la proposition 6i. E=n agpligzs=nt. donc, la

proposition 9, on a

jv] = d(0,v) = d(a-a, y+a) = d(t',v) = d(t'+T, wst) = jv+t|
[car t' e a-a et (a - a) N (y+a) =g, (£'= &) 0 (v + 1) = p]
et, comme u € v+t, on a |u| € |v+t|, domc jmj = [v]. il en

resulte que

v+t=C(u plul) =u+0=xu
Mais v + ¢t =u==) (u+t)N (v+t) = (u-=%) z ] et on
distingue deux cas; u g u + t et u g u + t.
Siueun+t, alors u + t = u, qui entraine v + ¢+ = =7 =y + t

donc ueu+t', d' ou, de mBme, u + £' = u [ tocujours par la
méme proposition 61i et pour tout t' e S(t) ]. Rais v + t = u
implique v + £t +t' = u+ t', donc v e u+ t' pour tout t' €
€ S(t). Il en reaulte que u = v et par comseguect (x + a) N
N(y+a)#e 4d' oul' egalite’ x +a =73 = a.
Si ufgu+t, onaura (u+t) N (v + £} = @, dozc

d(u,v) = d(utt, v+t) = d(utt, u) = d(u+t, u+G) = d(t.0) = |¢t|

Si on suppose (x+a) N (y+a) = ¢, on aura d(u.v) > pmax{|x|, a|}

18



No 13 - 1999 Ratio Mathematica J. Mittas

[et d(u,v) > pmax[[y|.[a1}] done d(u,v) > pla|. Mais, d' autre
cBte, t € a - a = |t| < pmax{|a|,|-a|} = p|a], ¢' est-a-dire
d(u,v) & pla], gqui contredit au precedent. Par conseguent
(x +a)N(y+a) =¢ est impossible, donc (x+a) N (y+a) # ¢

et x+ta=y+ a.

Conroltalne 7. SLi x+ (a —-a) = y + (a = a), ators
x+a*=y+a* et x+a =y+al

quels que solent a' ¢ S(a), a' ¢ S(-a).
Relativement aux sommes x + x' = x — ¥ on a la proposition:

Propoaltlon 14. 4) Pour tout x £ H LRe aous~ -ensemble
x - x eat un Aous-hypengnroupe  polysymeirique  canonique
(S-H.P.C) de H.

il) Poun tout x,y e H ona

(x-x)+(y~y} = max{x=x, y-y} = (x=x)U{y—y) = Uze(x-x)+(y-y)(2~2Z)

Demonstration. i) Etant donne que y € x — x ==
S(y) ¢ % - x, il suffit de montrer que yi, Y2 € X = X ==
y1 + y2' ¢ x - x pour tout y2' e S(y2) [26]. En effet y1.y2z €
e x~x=x+x' == yL+y2'c(x+x')+yr =x+(x'+y2")
et, puisque 4' apfﬁa le corollaire 6 il existe x'' € 8(x) tel
que X' + yz2' =x"', y1 + y2' e x + x'' = x - %, pour tout y2' €
e S(y2).

ii) ﬁ;ident, contenu que x = Xx gy -youy-ygc ¥ ~— X

et que x - x et y -y sont des S-H.P.C. de H [donec z € x = X

==)z-—zg-z+ (x-%x)=x-x1].
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Coxollalne 8. Poun Ltout x & H 4Le acusr-enzeasile x - x = hx,
dtant S-H.P.C. de H, déginit Lo partition (moc ms) ze K, dont
Les classes sont C(z) = z + (x - x) [25].

Ensuite et relativement aux partiticns de E oz woit gue 1' on

a (du corollaire 3) la proposition cosidesrable szivante:

Proposltion 15. SL x ¢ H est 4ixe, fes sommesr x = v gquand y
parcount H 4orment une partiton de *, nolee moZ x, pour
Laquetle on a evidemment:

z £ w (mod x) (==) (j YyeH[(zex+g) aA(wex=+y)]

D' autre part il est evident que 1' on 2 ezcore gume la relation
binaire Rx dans H tel que
z =w (R) ¢==) x + 2 = x = w
est une relation d' eguivalence. Mais de la remargue 3 et la
proposition 13 on a gue
x+z=x+w<=>z+ (x-x)=w=(x-x]
donc, vu encore le corollaire 8,
( Rx ) 2 ( mod bx )
Soit maintenant z = w (mod x). Alors, il existe 7 = E tel que
Zz,WweEx+yetona yez+zx' et yew<sx", pour #Vixt? €

€ S(x) convenables, 4' ou il wvient x4+ 3 z + (x+x') et

In

x+ycw+ (x+x'"'"), donc [z + (x-x)1 70 ¥~ (x- x)] # &
et, par conséquent, z = w (mod x-x) et. eacore, vu les
precedents, z = w (Rx).

Inversement, solt z = w (mod x-x). Alors, z+(x=x") = x+(z+x')
= wr(x+x') = x+(w+x') et il existe y: € z+x’ et yI € wrx' tels

que z € x+yl et w € x+yz. Mais, d' apres le cerollaire 7,
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z4+(x+x') = w+(x+x') implique z+x' = w+x',6 donec yi,¥y2 € z#x',
¢! est-a~dire on a yi = y2 (mod x') et, en vertu des ci-des-
sus, y1 = y2 (Rx'). Il s' ensuit, donc, que y1 + x' = yz2 + x",
puis yi+ (x + x') = y2 + (x + x') et (par la proposition 13)
yi+ x = y2 + x, qui implique que z,w € x + y1, c' est-a-dire

gque z E w (mod x).

On est arrive ainsi a 1' ehonce suivant, considere” comme lemme

pour le thebreme considerable qui suit

Lemme. Llea retations d' equivatences dans H mod x,

mod{x-x) et Rx Aont colncldantes.

Par cosequent les classes contenant un z € H pour chacune d'
elles coincident. Ainsi la classe mod(x - x) contenant 1'
element x' € S(x) est Cx-x(x') = x' + (x - x) = x"' + (x' +Xx) =
= S(x), d' apres la proposition 12, tandis que pour la classe
Cx'(x') mod x' pour le méme x' € Hon a Cx'(x') = x' + y, car,
d' apres la proposition 15, il existe un y e H tel que x' €
e x' +y., Mais x' € x' + y implique x' + y = x' (Prop. 6ii).
Done, on a S(x) = x' et édvidemment on a la mEme chose pour
tout x € H et pour tout x' € S(x). On a aboutit, ainsi, que
pour tout x e H, S(x) est un singleton, c' est-a-dire au

theoreme, que 1' on a mentionne” au commencement:
Theoreme. Tout H.P.C.U. est un H.C.U.

Des precedents on conclit encore la remarque suivante

concernant aux hypergroupes fortement canoniques (H.FC)

21
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Remarque 4. Un tel H.C. verifie de plus par definition les
axiomes
f1 = Proposition 1 et f2: = Propositicon 6ii.

De ces axiomes (comme il est connu d= la theorie des
H.FC. [24], [25]) il decoule la propesition 5. Mzis on a vu
gue tres facilement et de maniere purement algebrigue la
proposition 5 impligque la proposition 6ii. OCn deduit, done,
qu' un H.FC. peut @tre defini de maniere sgquivalente par les

axiomes f1 et f£2' ®= Proposition 5 [22].

On acheve cet exposé' en citant un exemple montrant gqu il
existe des H.P.C.FV et que, par conseguent, les chesmiz pour leur
etude est ouvert. L' wultrametrique &' u=m tel Aypergroupe
satisfait aux conditions hi' et h2' des E.C.FV citees a 1'
introduction, mais non a h3', au lieu de laguelle verifie d'
autres conditions, dont la recherche pour le cas general fait

d' objet d' autre travail. Le sujet est cuvert.

Exemple Si en partant d4' un corps totalement ordonne’, p.e. le
corps (R,+,.,<) des nombres reels, on definit ume hyperaddition

X + y comme suit

[-{x], |x|], 81 [x| = |7]
on obtient une hyperstructure (R,+)., gqui., com=me on le voit
facilement, est un H.P.C. avec S(x) = {-x, x}, pour tout x € H.

On voit encore que la fonction d : R x R —=> B+ telle que

29
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d(x,y) = d(y.x) = 0, s8i yv= x

i

ixi, si ¥ -%
est une ultrametrique sur R, qui, comme on le costante apré%
une investigation gcgr.les differents cas de x, v, a € H (en
particulier pour . {a] & ix| < jy|. |%j ¢ jai < jyj.
(ki <y & jaj et pour ¥y = X, y = -x) ve?;fie 1' axiome hz'.
Quant }.l’.axiome hi' on véit que 1' on a tout abord, si § ;x|
est la valuation associge a 1°' ultrameﬁriqug d, alors _
S d(0,x) = jix; = {xi et d(0,-x) = :{=x|} = |x]

donc {ixjj = ii-xi;. Par consequent

si (x| ¢ |yj, onax+y=Cly, ivl") = Cly, 0),
tandis que

si x| = jy|, alors x +y = [=ly¥], :¥ji]l = C(0, iy|).
c! est;i—dire, en ufilisant le nombre semireel p, on a
generalement

x+y=C (z, pmax{|x|,{y.})

avec

1=, siojx| < iy

1, si|x| = |y
hAutrement dit, les hypérsammes x + y sont des cercles de 1'
espace ultrametrique (R, d) dont les rayons sont dependants du
max{{x{, j¥yi}. mais sans un meme coefficient de
proportionnalite’. L' axiome donc hi' est aussi verifie
Enfin, en ce gui concerne l' axiome h3', celui-ci, evidemment,
ne marche pas en general. Mais on voit que 1' on a des
proprietes qui awraient pu jouer: le réle de hi' a la définition

des H.P.C-FV¥, comme p.e.

23
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si X € X +y, alors ou bien x +y = x, ou bien y € S(x)
{donc, ici, S(x) N S(y) # ¢}

et

Si S(x) N S(y) = @, alors pour tout x', x'' € S(x),
v', y'' € S(y), ou bien (x+x') N (y+=x'") =8. oubien
(y #%') N (x +y'') = ¢ [tandis que dans un BE.C.¥V, donc dans
un H.FC (Remarque 4 et [22]), ona x#y=>-x¢¥ -y ==
==> S(x) N S(y) =¢ ==} (x-y) N (x-x} =8 et

(y -%) N (y-y) =9, vugue S(x)={-x}. S@) = I-¥11.
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